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Em máquinas e equipamentos, podem ser encontrados vários casos em
seus acionamentos onde a dependência apresentada entre o torque e
a velocidade angular dos motores elétricos é um fator inﬂuente nos
resultados obtidos.
Na usinagem, esta dependência é uma das responsáveis, por exemplo,
pela presença de vibrações nos processos de remoção de material. Na
robótica, especiﬁcamente nos manipuladores seriais, este fator é um dos
responsáveis pela geração de erros de trajetória de posição e força, de-
vido à impossibilidade de se controlar a força e a velocidade de maneira
independente. Assim, emerge a necessidade de um sistema que permita
o controle independente do torque e da velocidade angular.
Neste trabalho, propõe-se uma metodologia baseada no Método de Da-
vies que permite analisar o comportamento cinetoestático de um meca-
nismo qualquer, determinando as características necessárias para atin-
gir a um número de graus de liberdade adequado, obtendo o controle de
forma independente do torque e da velocidade angular entregues pelo
mecanismo, com relação ao comportamento dos seus atuadores.
Esta metodologia foi avaliada mediante sua aplicação em estudos de
caso, onde foram procurados mecanismos que, cumprindo com deter-
minadas características, permitem obter a independência das variáveis
de torque e velocidade angular. São apresentados neste trabalho, a fun-
damentação teórica para desenvolvimento dos modelos matemáticos e
de mecanismos e uma comparação dos resultados teóricos (resultantes
da aplicação da metodologia) da dependência das variáveis do sistema
e do seu comportamento, com resultados obtidos mediante simulações
feitas em software de prototipagem matemática.
Palavras-chave: Robótica. Controle. Motores Elétricos. Torque.




In machinery and equipment, can be found several cases in their drives,
where the presented dependency between the torque and the angular
velocity of the electric motors is an inﬂuential factor in results obtained.
In machining, this dependency is one of the responsible, for instance,
for the presence of vibrations within the material process removal. In
robotics, speciﬁcally in serial manipulators, this factor is responsible
for the generation of error regarding the force trajectory, due to the
inability to control force and angular velocity independently. Thus,
the need for a system allowing independent control of the torque and
angular velocity comes out as a problematic issue.
In this paper, it is proposed a methodology based on Davies' Method
that permit to analyze the kinetostatic behavior of any one mecha-
nism, determining the necessary characteristics to achieve a number of
degrees of freedom appropriate, gaining control independently of the
torque and angular velocity delivered by the mechanism with respect
to the conduct of its actuators.
This methodology was evaluated through its application in studies case,
where was looking for mechanisms, carried out with speciﬁc characteris-
tics, in order to achieve the independence of torque and angular velocity
variables. This paper sets forth the theoretical bases for the develop-
ment of mathematical models and mechanisms, and a comparison of
theoretical results (outcome from the application of the methodology)
from a dependency of the system variables and their behavior, with re-
sults obtained from simulations on prototyping mathematics softwares.
Keywords: Robotics. Control, Motors, Torque, Angular Velocity,
Davies' Method, Static, Diﬀerential Kinematics, Kinetostatic.
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[IQesc]κ×j Matriz de Incidência-Cortes
[Q]κ×CS Matriz dos Cortes-f
[Ad]λ×CS Matriz das Ações
[Aˆd]λ×CS Matriz das Ações Unitárias
[~Ψ]CS×1 Vetor das Magnitudes das Ações
$ˆ Helicoide Unitário
[Aˆn]λ·κ×CS Matriz das Ações Unitárias em Rede




Vetor das Magnitudes do Sistema Cinetoestático
SD Número de Equações Dependentes do Sistema
Estático
a Posto da Matriz Escalonada das Ações Unitárias
em Rede
ωi Velocidade Angular na Junta i
Tmi Torque do Motor Aplicado numa Junta i
CTi Constante de Relacionamento
Rai Resistência de Armadura do Motor Aplicado numa
Junta i
Kmi Constante de Torque do Motor Aplicado numa
Junta i
Vi Tensão do Motor Aplicado numa Junta i
Kbi Constante da Força Contra Eletromotriz do Mo-
tor Aplicado numa Junta i
ωmi Velocidade Angular do Motor Aplicado numa Junta
i
Ti Torque na Junta i
[B]ν×F Matriz de Circuitos-f
[Ut]κ×j Matriz Temporária
[I]κ Matriz Identidade de Eliminação
[I]ν Matriz Identidade de Adesão
F Grau de Liberdade Bruto
[Md]λ×F Matriz dos Movimentos
[Mˆd]λ×F Matriz dos Movimentos Unitários
[Mˆn]λ·ν×F Matriz dos Movimentos Unitários em Rede
[Mˆnesc](λ·ν−KD)×F Matriz Escalonada dos Movimentos Unitários em
Rede
[~Φ]F×1 Vetor das Magnitudes dos Movimentos
KD Número de Equações Dependentes do Sistema Ci-
nemático
g Posto da Matriz Geral Escalonada
m Posto da Matriz Escalonada dos Movimentos Uni-
tários em Rede
γ Número de variáveis do Sistema Cinetoestático
[Gˆn](λ·(ν+κ)+AR)×γ Matriz Geral
[Gˆnesc]g×γ Matriz Geral Escalonada
CVi Constante de Ganho
ωbS Velocidade Angular ωb na Simulação
ωbT Velocidade Angular ωb na Teoria
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1 INTRODUÇÃO
A maioria dos robôs manipuladores são basicamente dispositi-
vos inspirados na funcionalidade do braço humano, com a ﬁnalidade
de proporcionar solução a diferentes requerimentos como os apresen-
tados na automação industrial, onde se procura aumentar a produti-
vidade, a ﬂexibilidade, e a qualidade dos produtos, reduzir custos de
produção e eliminar trabalhos pesados e insalubres. Esses robôs são
empregados em tarefas de cooperação (robôs de serviço), manipulação
de peças, manipulação de ferramentas e execução de tarefas em áreas
como a usinagem, a embalagem, a soldagem, a montagem entre outros
(Sciavicco e Siciliano 1996).
Os robôs manipuladores podem ser classiﬁcados de acordo com
vários critérios; por exemplo, segundo a cadeia cinemática, tem-se os
seriais, os paralelos e os híbridos. Os manipuladores seriais são carac-
terizados por possuírem uma cadeia cinemática aberta, todas as juntas
do manipulador são atuadas e a velocidade angular e torque de cada
junta são determinados por um atuador externo, sejam eles motores ou
cilindros. Os manipuladores paralelos são compostos de cadeias cine-
máticas fechadas, contendo tanto juntas atuadas quanto juntas passi-
vas, nos quais a velocidade angular e o torque de cada junta passiva
dependerão das velocidades angulares e dos torques presentes nas jun-
tas atuadas. Os manipuladores híbridos são compostos por cadeias
cinemáticas abertas e fechadas ou pela combinação sequencial de ma-
nipuladores paralelos (Sciavicco e Siciliano 1996).
Os manipuladores seriais são dispositivos muito utilizados na in-
dústria onde se requer uma quantidade considerável de repetições den-
tro de tolerâncias estritas. Estes dispositivos devem ser reprogramáveis
para atender as diferentes demandas das novas exigências dos merca-
dos, sendo parte essencial da manufatura ﬂexível, como apresentado
nas linhas de montagem da indústria automobilística (Figura 1), onde
estes manipuladores são atribuídos a tarefas especíﬁcas como soldagem,
carregamento de peças, entre outras.
Comumente são atuados por motores elétricos (Figura 2) e apre-
sentam nas juntas sensores para medir as forças e as posições, porém
não são suﬁcientes para conhecer estes dados, pois é possível observar
uma variação signiﬁcativa no tempo entre a posição do atuador e a po-
sição do elo e entre a força do atuador e a força do elo. Esta deﬂexão
produzida pela ﬂexibilidade, apesar de pequena, é uma fonte de proble-
mas, especialmente quando faz-se necessário seguir uma trajetória ou
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Figura 1: Robôs Seriais KUKA na área de montagem da Mercedes-Benz
Tipo A.
requer-se alta sensibilidade na determinação das forças aplicadas pelo
efetuador ﬁnal, além disso pode apresentar um aumento no tempo da
estabilização do manipulador e até a sua instabilidade (Barasuol 2008).
Na tentativa de minimizar estes problemas, tem-se proposto vá-
rias soluções partindo de diferentes tipos de conﬁgurações de controla-
dores como PD com compensação constante ou on-line da gravidade,
realimentação de estados, controle adaptativo baseado na passividade,
controle hibrido, perturbação singular entre outros (Barasuol 2008).
Figura 2: Robô Manipulador Serial ABB IRB 6620.
Porém ainda utilizando as soluções expostas anteriormente para
manipuladores seriais que apresentam juntas ativas por atuadores ro-
tacionais, não é possível eliminar por completo os problemas de erro no
seguimento de trajetórias de posição e força, devido às dependências
existentes entre o torque e a velocidade angular proporcionada por este
tipo de atuadores.
Neste trabalho se propõe efetuar a análise cinetoestática de al-
guns mecanismos que apresentando certas condições expostas nos ca-
pítulos posteriores, possam entregar o torque e a velocidade angular de
forma independente.
31
Para efetuar esta análise é necessário desenvolver uma metodo-
logia que permita vincular os sistemas estático e cinemático do meca-
nismo mediante o equacionamento de comportamento dos atuadores ro-
tacionais, especiﬁcamente motores CC. Esta metodologia será baseada
no Método de Davies, método que tem sido desenvolvido no Laboratório
de Robótica (LAR) da Universidade Federal de Santa Catarina, a partir
do estudo efetuado por (Martins 2002, Martins e Guenther 2003) até o
presente trabalho que apresenta algumas inclusões de novos conceitos
e variáveis.
1.1 MOTIVAÇÕES PARA O ESTUDO
Em máquinas e equipamentos, podem ser encontrados vários ca-
sos em seus acionamentos onde a dependência apresentada entre o tor-
que e a velocidade angular dos motores elétricos (Figura 3) é um fator
inﬂuente nos resultados obtidos.
Figura 3: Maxon Motor EC.
Um caso particular é o apresentado na usinagem, onde esta de-
pendência é uma das responsáveis, por exemplo, pela presença de vi-
brações nos processos de remoção de material, inﬂuindo na qualidade
do produto, na eﬁciência da produção e na vida útil das ferramen-
tas. Estas vibrações são apresentadas, por exemplo, quando a "taxa
de remoção" não é constante, devido à falta de homogeneidade do ma-
terial que se está usinando, produzindo um tipo de desgaste na ferra-
menta denominado "lascamento" o qual traz por consequência erros
de dimensão, erros de posicionamento, rugosidades, problemas de on-
dulações, ranhuras na peça usinada ou até a fratura da ferramenta
(Stemmer 2005, Polli 2005).
Outro caso é apresentado na robótica, especiﬁcamente nos ma-
nipuladores seriais, onde o fator da dependência é um dos responsáveis
pela geração de erros de trajetória de força, devido à impossibilidade
de se controlar a força e a velocidade de maneira independente. Como
solução foram propostas, por exemplo, a implementação de robôs co-
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operativos, os quais apresentam bom desempenho conseguindo a exe-
cução das tarefas como esperado, entanto, representam altos custos de
manutenção e funcionamento, em comparação ao uso de somente um
robô manipulador. Também foi proposta a implementação de diferen-
tes tipos de controladores, os quais apresentam bons resultados, mas
ainda existe o problema de falta de precisão de deslocamento e posici-
onamento enquanto se controla a força do efetuador (Cruz 2010).
O interesse surge do fato que sendo o controle independente de
torque e velocidade angular um fator importante para o desenvolvi-
mento de tarefas de máquinas e equipamentos, não se tem registro de
trabalhos que procurem por meio do desenvolvimento de metodologias
ou mecanismos esta independência.
1.2 OBJETIVOS DO TRABALHO
Frente ao problema exposto, apresentam-se dois objetivos gerais
a ser atingidos no desenvolvimento deste trabalho.
O primeiro objetivo é propor uma metodologia que permita de-
terminar as características de projeto de um mecanismo qualquer, atin-
gindo a um número de graus de liberdade adequado para obter o con-
trole de forma independente de torque e velocidade angular entregues
pelo mecanismo.
O segundo objetivo é modelar os mecanismos com as caracterís-
ticas propostas por meio da metodologia e determinar uma outra me-
todologia que permita conhecer o seu comportamento cinetoestático,
avaliando a independência do controle de torque e velocidade angu-
lar através do comportamento na saída do mecanismo, com relação ao
comportamento dos seus atuadores.
Como objetivos especíﬁcos, para conseguir atingir estes objetivos
gerais, tem-se:
• Estabelecer o relacionamento existente entre o grau de liberdade
no modelo de estática e o grau de liberdade na cinemática (ou
mobilidade do sistema) e as ações externas à cadeia cinemática.
• Desenvolver uma metodologia baseada no Método de Davies que
permita estudar o comportamento cinetoestático para sistemas
de cadeia fechada.
• Determinar tipos de mecanismos que apresentem dois graus de
liberdade na cinemática.
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• Obter equações de comportamento cinetoestático de alguns me-
canismos visando à independência de torque e velocidade angular
entregues.
• Avaliar o comportamento do mecanismo para torque de carga e
velocidades angulares nos motores constantes.
• Avaliar o comportamento do mecanismo para velocidades angu-
lares nos motores constantes e variações de torque na carga.
• Comparar resultados teóricos com os obtidos mediante simulação
do comportamento cinetoestático dos mecanismos em ferramenta
de prototipagem matemática.
1.3 ESCOPO DO TRABALHO
Os casos de estudo são mecanismos cinetoestáticos, para os quais
não é considerada a eﬁciência do sistema nem a ação da gravidade.
Os atuadores utilizados (Motores CC) estão restritos a trabalhar
na faixa de operação e não são consideradas suas características para
caso de aplicação com motores à junta de um robô manipulador serial.
Com relação à metodologia, tem-se as seguintes hipóteses:
• Considera-se a análise estática e cinemática diferencial do meca-
nismo, porém não são consideradas as condições dinâmicas das
cadeias cinemáticas.
• Não é considerada a dinâmica dos atuadores (Motores CC), des-
prezando as variáveis de indutância e inércia. Além, o atrito
viscoso é considerado nulo, portanto, considera-se que o torque
de carga e o torque de reação são iguais.
• Os resultados obtidos com relação ao comportamento dos atuado-
res estão limitados ao estado em regime permanente dos sistema.
Com relação à simulação, tem-se as seguintes hipóteses:
• Serão considerados dois casos: O caso sem motores, onde é obser-
vado o comportamento do mecanismo sem a ação da dinâmica dos
atuadores; e o caso com motores, onde é observado o comporta-
mento do mecanismo com a ação da dinâmica dos atuadores para
efetuar a comparação dos resultados e determinar a sua inﬂuência
sobre o comportamento do mecanismo.
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• Os valores para os controladores PID não serão calculados teori-
camente, portanto serão obtido por meio de ajustes heurísticos.
• Os dados de posição angular obtidos são utilizados somente para
conhecer as posições das juntas em instantes de tempo determi-
nado. Estes ângulos não apresentam inﬂuência na simulação do
comportamento dos motores, já que o controle é feito com refe-
rência à velocidade angular.
1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO
O Capítulo 2 apresenta as bases teóricas de funcionamento dos
motores CC, as equações de modelamento e os diagramas de blocos
para sua simulação.
O Capítulo 3 apresenta o equacionamento dos sistemas estático
e cinemático em relação as cargas e atuadores que agem sobre o me-
canismo. Também, apresenta-se o relacionamento existente entre os
graus de liberdade dos sistemas estático e cinemático em função das
ações ativas presentes no mecanismo. O Capítulo 4 apresenta a dis-
cussão das contribuições feitas ao Método de Davies, e as propostas
metodológicas para determinação das características de projeto de me-
canismos e o estudo do seu comportamento cinetoestático, em relação
aos atuadores que agem sobre o mecanismo.
O Capítulo 5 apresenta dois casos de estudo, onde são obtidos
os resultados teóricos da metodologia e comparados com os resultados
obtidos das simulações feitas para o caso sem motores sem considerar
a dinâmica dos motores e o caso com motores considerando a dinâmica
dos motores.
O Capítulo 6 são apresentadas as conclusões do trabalho desen-
volvido, as contribuições realizadas e as perspectivas futuras.
O Anexo A, apresenta conceitos de fundamentação teórica im-
portantes para a compreensão e implementação da metodologia,o Anexo
B apresenta um breve resumo do Método de Davies da estática e da
cinemática, as contribuições do Cazangi (2008) e as próprias contribui-
ções e o Anexo C, apresenta um exemplo de aplicação do Método de
Davies, incluindo as contribuições de Cazangi (2008) e a implementação
dos novos conceitos propostos neste trabalho.
O Anexo D apresenta a descriçao de um software de próprio de-
senvolvimento para a obtenção do sistema de equações para a estática,
para a cinemática e para a cinetoestática, a partir de dados básicos da
conﬁguração da cadeia cinemática.
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2 MOTORES CC
Para implementar a metodologia proposta neste trabalho é im-
portante conhecer o comportamento dos atuadores a serem utilizados
nos exemplos e nos estudos de caso expostos, que como apresentado
no capítulo anterior são atuadores rotacionais, especiﬁcamente moto-
res CC.
Neste capítulo se apresentam as características de funcionalidade
de um motor CC, as equações de comportamento dinâmico, as equações
de comportamento em torque estático (cinetoestático) e a modelagem
matemática descrita por meio de funções de transferência.
As equações de comportamento em torque estático (cinetoestá-
tico), são apresentadas na Seção 2.2, utilizadas posteriormente na Seção
4.2, como parte da metodologia proposta e no Capítulo 5 na implemen-
tação da metodologia nos estudos de caso.
A modelagem matemática descrita por meio de funções de trans-
ferência se apresenta com o objetivo de simular parte do comporta-
mento do motor no Capítulo 5 e segundo os resultados obtidos, analisar
a sua inﬂuência no mecanismo.
2.1 EQUACIONAMENTO DE COMPORTAMENTO DOS MOTO-
RES CC
De acordo com (Spong 2004), um motor CC funciona pelo prin-
cípio de que, um condutor de corrente elétrica em um campo magnético
experimenta uma força f = i × φ, onde φ é o ﬂuxo magnético e i é a
corrente no condutor. O motor consiste de um estator ﬁxo e um rotor
móvel que gira dentro de um estator, como se apresenta na Figura 4.
Se o estator produz um ﬂuxo magnético radial φ e a corrente no
rotor (também chamada de armadura) é ia, haverá então um torque
no rotor fazendo que ele gire. A magnitude deste torque é apresentada
na Equação (2.1), sendo Tm o torque do motor (Newton · metro [N ·
m]), φ o ﬂuxo magnético (Webers [Wb]), ia a corrente da armadura
(Amperes [A]) e Ka uma constante física.
Tm = Ka · φ · ia (2.1)
Sempre que um condutor se move num campo magnético, uma
tensão Vb é gerada através de seus terminais que é proporcional à velo-
cidade do condutor no campo. Esta tensão, chamada de força contra-
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Figura 4: Visão transversal de um motor CC.
Fonte:(Spong 2004)
eletromotriz, vai-se opor ao ﬂuxo de corrente no condutor.
Assim, além do torque Tm apresentado na Equação (2.1), tem-se
a relação da força contraeletromotriz expressa na Equação (2.2), sendo
Vb a força contraeletromotriz (Volts [V]), ωm a velocidade angular do
rotor (Radianos/Segundo [rad/s]), e Kd uma constante de proporcio-
nalidade.
Vb = Kd · φ · ωm (2.2)
Os motores CC podem ser classiﬁcados de acordo com a forma
em que o campo magnético é produzido e a armadura é projetada.
No caso dos chamados motores de ímã permanente, o estator
consiste em um ímã permanente, para o qual o ﬂuxo φ é considerado
constante, e pode ser representado pelo circuito de controle por arma-
dura da Figura 5.
O torque Tm (Equação (2.1)) é gerado de forma proporcional à
corrente de armadura ia, como apresentado na Equação (2.3), sendo
Km a constante de torque (N · m/A).
Tm = Ka · φ · ia = Km · ia (2.3)
A força contraeletromotriz Vb (Equação (2.2)) se torna direta-
mente proporcional à velocidade angular ωm, como apresentado na
Equação (2.4), sendo Kb a constante da força contraeletromotriz.
Vb = Kd · φ · ωm = Kb · ωm (2.4)
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V = Tensão de armadura ωm = Velocidade angular do
rotor
L = Indutância de
armadura
Tm = Torque gerado
Ra = Resistência da
armadura
Tl = Torque de carga
Vb = Força
contraeletromotriz
φ = Fluxo magnético radial
ia = Corrente de
armadura
Figura 5: Diagrama do circuito de armadura de um motor CC
Com relação aos parâmetros elétricos do motor, tem-se a Equa-
ção (2.5), que representa a equação diferencial para o circuito apresen-
tado na Figura 5.
L · dia
dt
+Ra · ia = V − Vb (2.5)
Com relação aos parâmetros mecânicos do motor, tem-se a Equa-
ção (2.6), que representa o comportamento apresentado pela ação do
torque aplicado à inercia e à fricção no rotor (Ogata 1998), lembrando
que ωm = dθm/dt, sendo θm a posição angular do rotor.
J · dωm
dt
+B · ωm = Tm − Tl (2.6)
Porém, a metodologia a ser exposta neste trabalho só considera
as características cinetoestáticas do sistema, portanto não será consi-
derada a dinâmica dos motores, ou seja o Momento de Inercia J será
desprezado.
O Fator de Amortecimento B, também será desprezado por se
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considerar muito pequeno para ter inﬂuência signiﬁcativa no torque de
reação do motor, de forma que da Equação (2.6), pode-se dizer que
Tm = Tl, sendo que o torque produzido pelo motor será igual ao torque
da carga aplicada no rotor e o motor apresentará um comportamento
de torque estático como apresentado na Seção 2.2.
Para as simulações no caso com motores, onde é considerada
a dinâmica dos motores, será empregado o modelamento matematico
descrito por funções de tranferencia apresentado na Seção 2.3.
2.2 COMPORTAMENTODOMOTOR CC EMTORQUE ESTÁTICO
De acordo com (Kuo 1996), as curvas de torque-velocidade de
um motor CC (Figura 6), descrevem a capacidade do torque estático
do motor com respeito à tensão aplicada e a velocidade angular do
motor.
Quando se trata de torque estático se pode supor que o ﬂuxo
de corrente é nulo, pois se trata de um regime permanente do sistema,
portanto L · dia/dt = 0.
Substituindo na Equação (2.5) as Equações (2.3) e (2.4), pode-
se estabelecer a equação do torque Tm apresentada na Equação (2.7),
sendo Kr = Km/Ra.
Tm = Kr · (V −Kb · ωm) (2.7)
Para uma tensão aplicada V, a Equação (2.7) descreve a relação
linear das características torque - velocidade angular do motor CC.
Porém o motor está sujeito a duas limitações: a primeira se deve
a corrente da armadura ia que se incrementa ao mesmo tempo em que
a tensão aplicada V se incrementa, o circuito magnético se satura, pelo
qual o torque Tm não pode exceder o valor máximo (linha ponteada),
como apresentado na Figura 6; e a segunda limitação é devida á corrente
máxima que pode suportar o motor devido à dissipação de calor.
Na Figura 6, mostra-se um conjunto típico de curvas torque-
velocidade para diferentes tensões aplicadas das quais se pode obter a
inclinação mp:
mp = −Kr ·Kb (2.8)
39
Figura 6: Curvas típicas de torque-velocidade de um motor CC.
Fonte:(Kuo 1996)
2.3 MODELAGEM MATEMÁTICA DO MOTOR CC
Os motores CC são sistemas eletromecânicos que podem ser es-
tudados através de modelos matemáticos descritos por meio de funções
de transferência. Partindo das Equações (2.3), (2.4), (2.5) e (2.6),
e aplicando a transformada de Laplace para condições iniciais nulas,
obtêm-se:
Tm(s) = Km · ia(s) (2.9)
Vb(s) = Kb · ωm(s) (2.10)
L · s · ia(s) +Ra · ia(s) = V (s)− Vb(s) (2.11)
J · s · ωm(s) +B · ωm(s) = Tm(s)− Tl(s) (2.12)
Partindo das Equações (2.9) - (2.12), obtêm-se as funções de
transferência necessária para a representação em diagramas de bloco









V (s)− Vb(s) =
1




J · s+B (2.16)
A Equação (2.13) considera que o torque Tm é o efeito imediato
de aplicar uma corrente ia; a Equação (2.15) considera que a corrente
ia é consequência de aplicar um diferencial de tensão V −Vb, sendo V a
tensão de entrada; a Equação (2.14) deﬁne a força contraeletromotriz Vb
como consequência de uma velocidade angular ωm; e a Equação (2.16)
deﬁne a velocidade angular ωm como consequência de um diferencial
de torque Tm − Tl, sendo Tl o torque da carga.
A Figura 7, mostra a representação em diagramas de blocos do
sistema de um motor CC. Contudo, sendo o motor CC um sistema de
laço aberto, é possível ver no diagrama de blocos que apresenta uma
realimentação devido à força contraeletromotriz.
Figura 7: Diagrama de Blocos do Motor CC.
Fonte: (Kuo 1996)
Fisicamente, a força contraeletromotriz representa a realimenta-
ção do sinal, proporcional ao negativo da velocidade angular do mo-
tor, sendo o equivalente a uma "fricção elétrica" que tende a melho-
rar a estabilidade do motor, e em geral, a estabilidade do sistema
(Kuo 1996, Ogata 1998).
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O controle no motor pode ser implementado de duas formas:
• A primeira é controlando a velocidade angular do motor, ao es-
tabelecer uma velocidade angular de referência e obter uma rea-
limentação da velocidade angular de saída no motor, como apre-
sentado na Figura 8.
Figura 8: Diagrama de Blocos do Motor CC Controlado por Velocidade
Angular.
Fonte: (Ogata 1998)
• A segunda é controlando o torque do motor, ao estabelecer um
torque de referência e obter uma realimentação do torque de saída
no motor, como apresentado na Figura 9.
Figura 9: Diagrama de Blocos do Motor CC Controlado por Torque.
Fonte: (Ogata 1998)
2.4 CONSIDERAÇÕES
Neste capítulo foram apresentadas as características de funcio-
nalidade de um motor CC, as equações de comportamento dinâmico,
as equações de comportamento em torque estático (cinetoestático) e a
modelagem matemática descrita por meio de funções de transferência.
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As equações de comportamento em torque estático (cinetoes-
tático), serão utilizadas posteriormente na Seção 4.2, como parte do
desenvolvimento da metodologia proposta e no Capítulo 5 na imple-
mentação da metodologia nos estudos de caso.
A modelagem matemática descrita por meio de funções de trans-
ferência se apresenta com o objetivo de simular parte do comporta-
mento do motor em ferramentas de prototipagem matemática para o
Capítulo 5 e segundo os resultados obtidos, analisar a sua inﬂuência no
mecanismo.
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3 RELACIONAMENTO ENTRE OS SISTEMAS
ESTÁTICO E CINEMÁTICO
O Método de Davies (Anexo B) permite obter informações so-
bre o comportamento estático referente às forças, aos torques e aos
momentos que agem sobre um mecanismo, ou sobre o comportamento
cinemático referente às velocidades angulares e às velocidades lineares
resultantes em instantes especíﬁcos de movimento do mecanismo.
Porém, o método não apresenta nenhuma forma de relacionar
a estática e a cinemática do mecanismo com o comportamento dos
atuadores que atuam sobre o mesmo.
Neste capítulo, estabelece-se o equacionamento dos sistemas es-
tático e cinemático em função das ações ativas presentes no mecanismo.
Também, apresenta-se o relacionamento existente entre os graus de li-
berdade dos sistemas estático SN e cinemático FN , em função do nú-
mero de cargas σ e do número de atuadores AR que agem sobre o
mecanismo.
3.1 EQUACIONAMENTO DOS SISTEMAS ESTÁTICO E CINEMÁ-
TICO
Os graus de liberdade tanto para a estática SN , como para a
cinemática FN , vão depender do número de variáveis independentes
presentes para cada sistema. Ou seja, SN será igual ao número de






, e FN , que é o mesmo Grau de
liberdade líquido do sistema, será igual ao número de variáveis inde-







No caso do mecanismo de quatro barras em conﬁguração RSSR
da Figura 58 (Anexo C), tem-se que:
• O grau de liberdade para a estática segundo a Equação (C.13) é
SN = R − a = 18 − 17 = 1, pois se tem da Equação (C.3) que o
grau de restrição do mecanismo é R = 18 e que a Matriz Esca-






ção (C.11)) apresenta segundo a Equação (C.12) um posto de
a = λ · κ − SD = 6 · 3 − 1 = 17, sendo o número de equações
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dependentes do sistema estático SD = 1;
• O grau de liberdade para a cinemática ou também conhecido se-
gundo as Equações do Davies (Davies 2005), como grau de liber-
dade líquido, o qual segundo a Equação (C.24) é FN = F −m =
8 − 6 = 2, pois se tem da Equação (C.14) que o grau de li-
berdade bruto do mecanismo é F = 8 e que a Matriz Escalo-






Equação (C.22) apresenta segundo a Equação (C.23) um posto
de m = λ · ν −KD = 6 · 1 − 0 = 5, sendo o número de equações
dependentes do sistema cinemático KD = 0.
.
Partindo dos conceitos expostos no Capítulo B e de algumas das Equa-
ções de Davies relacionadas na Tabela 1, é possível determinar uma
relação direta entre o grau de liberdade da estática SN e o grau de
liberdade na cinemática FN aplicável a qualquer mecanismo, mas cum-
prindo algumas condições enunciadas mais adiante.
O grau de liberdade da estática SN (Equação (B.14)), é determi-
nado pelo grau de restrição CS (Equação (B.4)) e o posto a da Matriz












Grau de restrição bruto /







Número de Cortes-f /
Número de Circuitos-f
κ = n− 1 ν = j − n+ 1
O grau de restrição CS , pode ser descrito a sua vez, pelo grau de
restrição bruto C, que é a somatória de ações passivas (Equações (3.1))









A Equação (3.1) compreende a somatória das ações passivas para
cada junta do mecanismo deﬁnidas pela Equação (B.2).
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A Equação (3.2) compreende a somatória das ações ativas ou in-
ternalizadas do sistema, ou seja, a somatória entre o número de reações
ou atuadores AR e cargas σ no mecanismo.
ja∑
t=1
Cat = AR + σ (3.2)
Generalizando ainda mais a Equação (3.1), expandem-se todas as
juntas com graus de liberdade maiores a um e substitui-se por conjuntos
de juntas de um grau de liberdade só, obtendo a Equação (3.3).
C = j · (λ− 1) (3.3)
.
Por exemplo, tendo o mecanismo de quatro barras em conﬁgu-
ração RSSR da Figura 58 (Anexo C), o qual apresenta duas juntas
rotativas e duas juntas esféricas, tem-se que expandir as juntas esféri-
cas, as quais possuem três graus de liberdade em Mx, My e Mz por
três juntas rotativas que possam atingir estas liberdades (Figura 10),
no caso a expansão para cada junta esférica seria (segundo o sistema
inercial Oxyz como apresentado no Anexo C na Figura 59):
Figura 10: Mecanismo de Quatro Barras RSSR Expandido (Conﬁguração
8R)
• Uma junta rotativa com eixo de rotação em x;
• Uma junta rotativa com eixo de rotação em y;
• Uma junta rotativa com eixo de rotação em z.
Obtém-se para cada junta esférica três juntas rotativas, passando
de ter j = 4 (Rotativas: 2, Esféricas: 2) a obter j = 8 (Rotativas: 2,
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Espaço de Trabalho λ 6
Cortes-f κ 7
Grau de Liberdade Estática SN 1
Circuitos-f v 1
Grau de Liberdade Cinemática FN 2
Atuadores AR 1
Cargas σ 1
Esféricas: 2 → Rotativas: 6), porém não muda somente o número de
juntas, também muda o número de corpos, pois cada junta deve estar
acompanhada de um corpo que permite a união com a seguinte junta,
passando de ter n = 4 a ter n = 8.
Segundo a expansão feita para o mecanismo de quatro barras
em conﬁguração RSSR, obtém-se um mecanismo como apresentado na
Figura 10 e com as características apresentadas na Tabela 2, que se vai
denominar em conﬁguração 8R.
Tabela 3: Identiﬁcação dos acoplamentos do mecanismo em conﬁguração 8R
Junta Elementos Tipo Eixo Função
a 0,1 Rotativa z Reação (Atuador)
b 1,2 Rotativa z Transmissão
c 2,3 Rotativa x Transmissão
d 3,4 Rotativa y Transmissão
f 4,5 Rotativa y Transmissão
g 5,6 Rotativa x Transmissão
h 6,7 Rotativa z Transmissão
k 0,7 Rotativa z Carga
Como apresentado na Tabela 3, os acoplamentos do mecanismo
exposto na Figura 10, apresentam as seguintes características (segundo
o sistema inercial Oxyz como apresentado no Anexo C na Figura 59):
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Figura 11: Representação das ações nos acoplamentos do 8R
• as juntas B e H representam as juntas correspondentes ao grau
de liberdade no eixo de rotação em z ,
• as juntas C e G representam as juntas correspondentes ao grau
de liberdade no eixo de rotação em x,
• as juntas D e F representam as juntas correspondentes ao grau
de liberdade no eixo de rotação em y,
3.1.1 Análise Estática
Este novo mecanismo apresenta liberdades de rotação nos três
eixos x, y e z, portanto trabalha em um espaço de trabalho de λ = 6, e
segundo a representação das ações nos acoplamentos do 8R apresentado
na Figura 11, obtém-se que:
• Cp1 = Cp2 = Cp7 = Cp8 = 5 que é igual ao número de restrições
(Rx, Ry, Rz, Mx e My) das juntas a, b, h e k respetivamente, e
que pode ser comprovado mediante a aplicação da Equação (B.2)
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sendo Cp1 = Cp2 = Cp7 = Cp8 = λ− f = 6− 1 = 5, com f = 1
por ser juntas rotativas (um grau de liberdade);
• Cp3 = Cp6 = 5 que é igual ao número de restrições (Rx, Ry,
Rz, My e Mz) das juntas c e g respetivamente , e que pode ser
comprovado mediante a aplicação da Equação (B.2) sendo Cp3 =
Cp6 = λ− f = 6− 1 = 5, com f = 1 por ser juntas rotativas (um
grau de liberdade);
• Cp4 = Cp5 = 5 que é igual ao número de restrições (Rx, Ry,
Rz, Mx e Mz) das juntas d e f respetivamente , e que pode
ser comprovado mediante a aplicação da Equação (B.2) sendo
Cp4 = Cp5 = λ − f = 6 − 1 = 5, com f = 1 por ser juntas
rotativas (um grau de liberdade).
Estes dados são apresentados na Tabela 4 e comparando o grau
de restrição bruto obtido da Equação (3.1) sendo C = 8 · (6− 1) = 40,
com o grau de restrição bruto obtido pela Equação (B.3) sendo C =
j∑
i=1
Cpi = 5 + 5 + 5 + 5 + 5 + 5 + 5 + 5 = 40, nota-se que são iguais,
validando a expressão obtida (Equação (3.3)).
Tabela 4: Identiﬁcação das ações estáticas no mecanismo em conﬁguração
8R
Junta Torques e Momentos Restrições
a Ta, Max e May Rax , Ray e Raz
b Mbx e Mby Rbx , Rby e Rbz
c Mcy e Mcz Rcx , Rcy e Rcz
d Mdx e Mdz Rdx , Rdy e Rdz
f Mfx e Mfz Rfx , Rfy e Rfz
g Mgy e Mgz Rgx , Rgy e Rgz
h Mhx e Mhy Rhx , Rhy e Rhz
k Tk, Mkx e Mky Rkx , Rky e Rkz
O grau de restrição CS , ﬁca deﬁnido pela somatória das ações
passivas C expresso em função do número de juntas j e o espaço de
trabalho λ do mecanismo, como apresentado na Equação (3.1), e pela
somatória das ações ativas ou internalizadas em função do número de
reações ou atuadores AR e o número de cargas σ aplicadas ou meca-
nismo, como apresentado na Equação (3.2), obtendo o grau de restrição
do sistema em função do número de juntas j do mecanismo, o espaço
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de trabalho λ, o número de reações ou atuadores AR e o número de
cargas σ aplicadas ou mecanismo, como apresentado na Equação (3.4).
R = j · (λ− 1) +AR + σ (3.4)
Para o mecanismo em conﬁguração 8R, tem-se que o grau de
restrição do mecanismo é R = j·(λ−1)+AR+σ = R = 8·(6−1)+1+1 =
42, com AR = 1 que é o atuador aplicando na junta a e que gera a ação
de torque de reação Ta, e com σ = 1 que é a carga aplicada na junta i
e que gera um torque de carga Ti.




, por ser o número de equações linearmente inde-
pendentes do sistema estático, pode ser obtido da Equação (B.13),





e SD o número de equações dependentes do sistema estático.
κ = n− 1 = j − ν (3.5)
Também estabelecendo uma relação direta entre o número de
cortes κ (Equação (B.5)) do grafo do mecanismo e o número de circuitos
ν (Equação (B.16)) do grafo do mecanismo na Equação (3.5), obtém-se
a expressão da Equação (3.6).
a = λ · κ− SD = λ · (j − ν)− SD (3.6)






em função do número de juntas
j e o número de circuitos ν do mecanismo para assim poder depois
relacioná-lo com as equações da cinemática.
Para o mecanismo em conﬁguração 8R, tem-se uma Matriz Es-






sentada na Equação (3.7), sendo D uma variável em substituição da
expressão (bx · cy − by · cx− bx · dy + by · dx+ cx · dy− cy · dx), o número
de cortes k = n − 1 = 8 − 1 = 7 obtido da Equação (3.5) e o número
de equações dependentes do sistema estático SD = 1 do mesmo jeito
que apresenta-se para o mecanismo em conﬁguração RSSR na Matriz







































































Isto pode ser comprovado na Equação (3.7) a qual foi obtida
mediante a ferramenta desenvolvida do Capítulo D, obtendo que o posto
da matriz a = λ · κ− SD = 6 · 7− 1 = 41.
Expressa-se o grau de liberdade da estática SN mediante uma
nova equação como apresentado na Equação (3.8), ﬁcando em função do
número de atuadores ou reações AR e cargas σ aplicados ao mecanismo,
o espaço de trabalho λ, o número de juntas j, o número de equações
dependentes do sistema estático SD e o número de circuitos ν que é a
variável que relaciona o sistema estático com o sistema cinemático.
SN = λ · j − j +AR + σ − λ · (j − ν) + SD (3.8)
Em forma mais simples o grau de liberdade da estática SN é
expresso na Equação (3.9), na qual se substituem os parâmetros do
mecanismo em conﬁguração 8R, obtendo do mesmo jeito que na Equa-
ção (C.13) (SN para o RSSR) um grau de liberdade da estática de
SN = AR + σ + λ · ν − j + SD = 1 + 1 + 6 · 1 − 8 + 1 = 1 (SN para o
8R), nota-se que são iguais, validando a expressão obtida na Equação
(3.9).
SN = AR + σ + λ · ν − j + SD (3.9)
3.1.2 Análise Cinemática
Para determinar o grau de liberdade da cinemática FN , tem-se
a Equação (B.24), a qual é composta pelo grau de liberdade bruto F







O grau de liberdade bruto F , pode ser descrito a sua vez, pela
somatória dos graus de liberdade de todas as juntas do mecanismo,
como apresentado na Equação (B.15).
Considerando a expansão de todas as juntas, gera-se a represen-
tação dos movimentos nos acoplamentos do 8R da Figura 12, segundo
a qual se obtém que:
• f1 = f2 = f7 = f8 = 1 que é igual ao número de graus de
liberdade (ωz) das juntas a, b, h e i respetivamente, com f = 1
por ser juntas rotativas (um grau de liberdade);
• f3 = f6 = 1 que é igual ao número de graus de liberdade (ωx) das
juntas c e g respetivamente, com f = 1 por ser juntas rotativas
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(um grau de liberdade);
• f4 = f5 = 1 que é igual ao número de graus de liberdade (ωy) das
juntas d e f respetivamente, com f = 1 por ser juntas rotativas
(um grau de liberdade).
Figura 12: Representação dos movimentos nos acoplamentos do 8R
Estes dados são apresentado em resumo na Tabela 5, tendo que
o grau de liberdade bruto F do mecanismo é F = j = 8 (Equação
(3.10)), pois sendo todas as juntas rotativas, apresentam um grau de
liberdade para cada.
Comparando o grau de liberdade obtido para este novo meca-
nismo com o grau de liberdade bruto obtido da Equação (C.14) sendo
F = 1 + 3 + 3 + 1 = 8, nota-se que são iguais, validando a expressão
obtida (Equação (3.10)).
F = j (3.10)
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, é deﬁnido pela Equação (B.23), sendo λ ·ν o





e KD o número
de equações dependentes do sistema cinemático.












Para o mecanismo em conﬁguração 8R, tem-se uma Matriz Es-






apresentada na Equação (3.11), sendo a mesma matriz obtida para o
mecanismo em conﬁguração RSSR na Equação (C.22) e apresentando:
uma variável D em substituição da expressão (bx · cy− by · cx− bx ·dy +
by · dx+ cx · dy− cy · dx), um número de circuitos v = 1 e o número de
































O resultado da Equação (3.11) pode ser comprovado mediante a
ferramenta desenvolvida do Capítulo D, obtendo que o posto da matriz
m = λ · v −KD = 6 · 1− 0 = 6.
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Se expressa o grau de liberdade da cinemática FN mediante uma
nova equação (Equação (3.12)), ﬁcando em função do espaço de tra-
balho λ, o número de juntas j, o número de equações dependentes do
sistema cinemático KD e o número de circuitos ν.
FN = j − λ · ν +KD (3.12)
Substituem-se os parâmetros do mecanismo em conﬁguração 8R,
obtendo do mesmo jeito que na Equação (C.24) (FN para o RSSR) um
grau de liberdade da cinemática de FN = j−λ·ν+KD = 8−6·1+0 = 2
(FN para o 8R), nota-se que são iguais, validando a expressão obtida
na Equação (3.12).
3.2 RELAÇÃO SN -FN
Finalmente, substituindo a Equação (3.12) na Equação (3.8),
pode-se obter a expressão na Equação (3.13), obtendo a relação di-
reta entre o grau de liberdade da estática SN e o grau de liberdade na
cinemática FN , incluindo as reações ou atuadores AR, cargas σ, equa-
ções dependentes do sistema cinemático KD e equações dependentes
do sistema estático SD do mecanismo.
SN = AR + σ − FN + SD +KD (3.13)
No entanto, esta relação pode ser ainda simpliﬁcada considerando-
se que em qualquer tipo de sistema, seja planar ou espacial, a variável
SD vai ser nula no caso em que o mecanismo esteja controlado em sua
totalidade e não apresente dependência linear, ou seja, que não apre-
sente super restrições.
Ou seja que além de cumprir com a condição exposta na Equa-
ção (3.14), os atuadores devem estar dispostos de forma a atingir a
mobilidade do mecanismo, incluindo aqueles graus de liberdade passi-
vos presentes no sistema.
AR = FN (3.14)
Também, deve-se considerar que a variável KD vai ser nula no
caso em que pela conﬁguração do mecanismo, seja possível atingir todos
os movimentos permitidos no espaço de trabalho escolhido.
Deste jeito, obtém-se a Equação (3.15), concluindo que o número
de reações ou atuadores sempre deve ser igual ao Grau de liberdade da
cinemática FN , e o Grau de liberdade da estática SN sempre será igual
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ao número de cargas σ aplicadas ao mecanismo.
SN = σ (3.15)
Na Tabela 29 (Apêndice A), é apresentada uma série de exemplos
que sob as características de conﬁguração expostas, entregam certo SN
e FN com SD e KD nulas.
3.3 CONSIDERAÇÕES
Neste capítulo, foi apresentado o equacionamento dos sistemas
estático e cinemático em função das ações ativas presentes no meca-
nismo. Também, foi apresentado o relacionamento existente entre os
graus de liberdade dos sistemas estático SN e cinemático FN , em fun-
ção do número de cargas σ e do número de atuadores AR que agem
sobre o mecanismo.
Demonstrou-se que toda junta com mas de um grau de liberdade
(f > 1), pode ser substituída por um conjunto de juntas com um grau
de liberdade (f = 1), mas atingindo a todas as liberdades que apresenta
a junta original.
Considerando que não se apresentam equações dependentes nem
no sistema estático SD, nem no sistema cinemático KD, pode ser esta-
belecida uma relação direta entre o grau de liberdade da estática SN
e o número de cargas σ, e o grau de liberdade da cinemática FN e o
número de atuadores AR.
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4 PROPOSTA DE ACOPLAMENTO
CINETOESTÁTICO
Como enunciado no Capítulo 3, o Método de Davies (Anexo B)
permite obter informações sobre o comportamento estático referente às
forças, aos torques e aos momentos que agem sobre um mecanismo, ou
sobre o comportamento cinemático referente às velocidades angulares
e às velocidades lineares resultantes em instantes especíﬁcos de movi-
mento do mecanismo. Também foi visto que é possível estabelecer um
relacionamento entre os sistemas estático e cinemático de uma cadeia
cinemática qualquer.
Neste capítulo são discutidas as contribuições feita ao Método
de Davies e propõe-se uma metodologia que permite obter um relaci-
onamento direto entre o comportamento estático e o comportamento
cinemático de um mesmo mecanismo, conhecendo o comportamento
dos atuadores e partindo da deﬁnição dos valores para as variáveis in-
dependentes do sistema.
4.1 CONTRIBUIÇÕES AO MÉTODO DE DAVIES
O Método de Davies está baseado em conceitos expostos por
Davies (1995, 2005) , onde estuda o comportamento do mecanismo por
meio de grafos e equações.
As equações propostas por Davies (2005) , permitem determinar
o comportamento interno do mecanismo por meio dos conceitos de Grau
de Restrição Líquido CN e Grau de Liberdade Líquido FN .
Na estática, o Grau de Restrição Líquido CN é o número de
variáveis primarias do sistema, enquanto o Grau de Liberdade Líquido
FN é o número de equações redundantes.
Na cinemática, o Grau de Liberdade Líquido FN é o número de
variáveis primarias do sistema, enquanto o Grau de Restrição Líquido
CN é o número de equações redundantes.
Para validar os resultados destas equações, Davies (2005) de-
termina uma relação entre a estática e a cinemática do mecanismo,
estabelecendo uma condição de igualdade entre os conceitos de Grau
de restrição líquido CN e Grau de liberdade líquido FN tanto para a
estática quanto para a cinemática, como apresentado na Tabela 6.
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Tabela 6: Equações do Método de Davies Clássico.
Método de Davies Clássico
Estática Cinemática
Grau de restrição bruto /








Grau de restrição líquido CN = C − a CN = λ · ν −m
Grau de liberdade líquido FN = λ · k − a FN = F − a
Cazangi (2008) adota as equações expostas por Davies (2005) e as
adapta para a análise de mecanismos na estática considerando as ações
externas ou ações ativas no mecanismo. Porém, os conceitos utilizados
continuaram sendo os mesmos, sem levar em conta as condições de
igualdade expostas por Davies (2005) .
Laus (2011) e Laus et al. (No prelo) também utilizou esta adap-
tação de Cazangi (2008) para o desenvolvimento do seu trabalho, onde
resolve o problema da determinação da eﬁciência mecânica de máquinas
através de algumas inclusões feitas ao método, mas continuou traba-
lhando com os mesmos conceitos.
Então, ao considerar as ações externas ou ações ativas no me-
canismo, a condição de igualdade expostas por Davies (2005) entre os
conceitos de Grau de restrição líquido CN e Grau de liberdade líquido
FN não é valida. Portanto, propõe-se a inclusão de quatro novos con-
ceitos, sendo:
• Grau de restrição, CS .
O grau de restrição faz referencia as restrições apresentadas no
mecanismo em geral, incluindo as restrições passivas conhecidas
por Davies (2005) como Grau de restrição bruto C, e as restrições
ativas que são as ações externas ao mecanismo.
• Equações dependentes do Sistema Estático, SD.
As equações dependentes do sistema estático fazem referencia as







• Grau de liberdade da Estática, SN . O grau de liberdade da es-
tática faz referencia ao número de variáveis de torque que podem
ser controladas de forma independente com relação à conﬁguração
do mecanismo.
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• Equações dependentes do Sistema Cinemático, KD. As equações
dependentes do sistema cinemático fazem referencia as linhas nu-







Tabela 7: Equações do Método de Davies Clássico vs Modiﬁcado.
Método de Davies: Estática
Clássico Proposto














Grau de liberdade líquido
Equações dependentes do
Sistema Estático
FN = λ · k − a SD = λ · k − a
Grau de restrição líquido Grau de liberdade da Estática
CN = C − a SN = R− a
Método de Davies: Cinemática
Clássico Proposto








Grau de restrição líquido
Equações dependentes do
Sistema Cinemático
CN = λ · ν −m KD = λ · ν −m
Grau de liberdade líquido
Grau de liberdade da
Cinemática
FN = F − a FN = F − a
Estes conceitos permitem considerar a inclusão das ações ativas
no mecanismo a ser analisado, sem entrar em conﬂito com as condições
e conceitos expostos por Davies (2005) . Na Tabela 7, apresenta-se a
comparação das equações entre o Método de Davies Clássico (Adaptado
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por Cazangi (2008)) e a proposta dos novos conceitos para o Método
de Davies (Anexo B).
A inclusão destes novos conceitos e a implementação das contri-
buições feitas por Cazangi (2008) , tem como resultado a representação
do Método de Davies por meio de blocos como apresentado na seguinte
ﬁgura:
Figura 13: Representação em Blocos do Método de Davies
4.1.1 Características Topológicas
Este bloco faz referência às Etapas 1.a - 1.e (Figura 14), onde
são identiﬁcadas variáveis topológicas do mecanismo.
As Etapas 1.a - 1.c foram adotadas do Método de Davies Clás-
sico, nas quais é possível identiﬁcar as características e a conﬁguração
do mecanismo partindo do modelo físico como, por exemplo, o número
de elementos n, o número de juntas j, o espaço de trabalho λ e a co-
nexão entre elementos e juntas, além de determinar os tipos de juntas
e as juntas as quais serão aplicados os atuadores.
A Etapa 1.d é a implementação da contribuição feita por Cazangi
(2008), na qual se representa a conexão existente entre elos e juntas por
meio da Matriz de Incidência e a Etapa 1.e é uma contribuição própria
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que partindo da Matriz de Incidência permite obter uma matriz base
denominada Matriz de Incidência-Cortes Escalonada, para a obtenção
da Matriz de Cortes-f (Etapa 3.a) ou da Matriz de Circuitos-f (Etapa
5.a).
Figura 14: Etapas do Bloco de Características Topológicas
4.1.2 Identiﬁcação Parâmetros da Estática
Este bloco faz referência às Etapas 2.a e 2.b (Figura 15), onde
são identiﬁcadas variáveis geométricas com relação à estática do meca-
nismo.
Figura 15: Etapas do Bloco de Identiﬁcação Parâmetros da Estática
A Etapa 2.a foi adotada do Método de Davies Clássico, na qual
é possível identiﬁcar todas as ações que agem sobre o mecanismo tanto
as ações ativas Ca (Número de atuadores AR e Número de cargas σ)
quanto as ações passivas Cp. Também se identiﬁcam as heliforças rela-
cionadas aos torques e às reações presentes no mecanismo.
Na Etapa 2.b, encontram-se tanto conceitos adotados do Método
de Davies Clássico como é o número de Cortes-f κ presentes no meca-
nismo quanto a proposta de novos conceitos como o Grau de Restrição
CS que parte do conceito de Grau de Restrição Bruto C do Método de
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Davies Clássico e acrescenta o conceito de Ações Ativas Ca presentes
no mecanismo determinadas na etapa anterior.
4.1.3 Obtenção Matrizes da Estática
Este bloco faz referência às Etapas 3.a e 3.f (Figura 16), onde
partindo de dados obtidos dos blocos 1 e 2, são construídas as matrizes
necessárias para gerar o Sistema de Equações da Estática do meca-
nismo.
Figura 16: Etapas do Bloco de Obtenção Matrizes da Estática
A Etapa 3.a foi adotada do Método de Davies Clássico, porém
não é obtida da mesma forma. A Matriz de Cortes-f é obtida partindo
da Matriz de Incidência-Cortes Escalonada proposta na Etapa 1.e, mas
permite obter o mesmo resultado.
As Etapas 3.b - 3.e foram adotadas do Método de Davies Clássico
e são obtidas da mesma forma como apresentado no Anexo B. Porém na
Etapa 3.e é proposto o conceito de Equações Dependentes do Sistema
Estático SD em substituição do conceito Grau de Liberdade Líquido
FN que representa no Método de Davies Clássico o número de equações
redundantes do sistema estático.
A Etapa 3.f , foi adotada do Método de Davies Clássico, porém
não são utilizados os mesmos conceitos. Com relação à equação do Grau
de Restrição Líquido CN da Tabela 6, foram substituídos os conceitos
de Grau de Restrição Bruto C por Grau de Restrição CS , o posto da
matriz a ﬁca em função das Equações Dependentes do Sistema Estático
SD, e o Grau de Restrição Líquido CN se torna o Grau de Liberdade
da Estática SN .
63
4.1.4 Identiﬁcação Parâmetros da Cinemática
Este bloco faz referência às Etapas 4.a e 4.b (Figura 17), onde
são identiﬁcadas variáveis geométricas com relação à cinemática do me-
canismo.
Figura 17: Etapas do Bloco de Identiﬁcação Parâmetros da Cinemática
Estas etapas foram adotadas do Método de Davies Clássico,
sendo possível identiﬁcar o grau de liberdade de cada uma das jun-
tas do mecanismo, os heligiros relacionados às velocidades angulares e
o número de Circuitos-f ν presentes no mecanismo.
4.1.5 Obtenção Matrizes da Cinemática
Este bloco faz referência às Etapas 5.a e 5.f (Figura 18), onde
partindo de dados obtidos dos blocos 1 e 4, são construídas as matri-
zes necessárias para gerar o Sistema de Equações da Cinemática do
mecanismo.
A Etapa 5.a foi adotada do Método de Davies Clássico, porém
não é obtida da mesma forma. AMatriz de Circuitos-f é obtida partindo
da Matriz de Incidência-Cortes Escalonada proposta na Etapa 1.e, mas
permite obter o mesmo resultado.
As Etapas 5.b - 5.e foram adotadas do Método de Davies Clássico
e são obtidas da mesma forma como apresentado no Anexo B. Porém na
Etapa 5.e é proposto o conceito de Equações Dependentes do Sistema
Cinemático KD em substituição do conceito Grau de Restrição Líquido
CN que representa no Método de Davies Clássico o número de equações
redundantes do sistema cinemático.
A Etapa 5.f , foi adotada do Método de Davies Clássico, porém
não são utilizados os mesmos conceitos. Com relação à equação do
Grau de Liberdade Líquido FN da Tabela 6, o posto da matriz m ﬁca
em função das Equações Dependentes do Sistema Cinemático KD e o
conceito de Grau de Liberdade Líquido se torna Grau de Liberdade da
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Cinemática, mas continua sendo o mesmo símbolo FN .
Figura 18: Etapas do Bloco de Obtenção Matrizes da Cinemática
4.1.6 Identiﬁcação Equacionamento dos Atuadores
Neste bloco começa a proposta da metodologia para análise ci-
netoestático. Partindo do relacionamento estabelecido no Capítulo 3,
propõe-se esta metodologia (Seção 4.2) que é baseada no Método de Da-
vies, não considera os efeitos dinâmicos dados pela força gravitacional,
acelerações, inércias, entre outros, tratando-se apenas da cinemática
instantânea e da estática de mecanismos formados por corpos rígidos.
Este é o primeiro bloco relativo à metodologia proposta e faz re-
ferência à Etapa 6.a (Figura 19), onde partindo do equacionamento dos
atuadores, são isoladas as variáveis da dinâmica e obtidas as equações
da cinetoestática do atuador.
Figura 19: Etapas do Bloco de Identiﬁcação Equacionamento dos Atuadores
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4.1.7 Obtenção Matrizes da Cinetoestática
Este é o segundo e ultimo bloco relativo à metodologia proposta
e faz referência às Etapas 7.a e 7.d (Figura 20), onde partindo de dados
obtidos dos blocos 3, 5 e 6, são construídas as matrizes necessárias para
gerar o Sistema de Equações da Cinetoestática do mecanismo.
Figura 20: Etapas do Bloco de Obtenção Matrizes da Cinetoestática
Na Etapa 7.a, estabelece-se um relacionamento de forma matri-
cial entre as matrizes das etapas 3.d e 5.e, e o equacionamento cineto-
























Figura 21: Resumo da Metodologia baseada no Método de Davies
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.
Também, obtém-se o Vetor das Magnitudes do Sistema Cineto-
estático que contém as variáveis tanto da estática quanto da cinemática
















E propõe-se o simbolo γ para representar o número de variáveis
do sistema cinetoestático.
Na Etapa 7.b é obtido o Sistema de Equações do Sistema Cineto-
estático e propõe-se o símbolo g para enunciar o posto da Matriz Geral
Escalonada.
A Etapa 7.c permite conhecer o Grau de Liberdade da Cinetoes-
tática, partindo dos Graus de Liberdade da Estática e da Cinemática.
Na Etapa 7.d são obtidas as Equações do Sistema Cinetoestático
que permitem conhecer o comportamento das variáveis tanto de torques
quanto de velocidades angular em função das variáveis independentes
do sistema as quais são deﬁnidas pelo usuário.
Na Figura 21, apresenta-se o ﬂuxograma correspondente a suces-
são das etapas expostas anteriormente para implementar a metodologia
proposta neste trabalho.
4.2 SISTEMA CINETOESTÁTICO
O relacionamento entre os sistemas estático e cinemático de um
mecanismo pode ser estabelecido considerando o equacionamento
matemático de comportamento que rege aos atuadores utilizados
para a movimentação do mecanismo, sendo de tipo: Pneumático, Hi-
dráulico, Elétrico, etc, todos apresentam equacionamentos matemáti-
cos que permitem descrever o seu comportamento dinâmico. Porém,
considerando que se está trabalhando com a estática e cinemática do
mecanismo, é necessário excluir toda variável que pertença à dinâmica
do atuador.
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4.2.1 Identiﬁcação Equacionamento dos Atuadores
No caso dos motores elétricos, os quais são os atuadores padrão
para o desenvolvimento deste trabalho, apresentam equações caracte-
rísticas tanto para o comportamento elétrico (Equação (2.5)), quanto
para o comportamento mecânico (Equação (2.6)), que podem ser rela-
cionadas mediante a equação de Tm, sendo o torque do motor (N-m)
(Equação (2.3)), e a equação de ωm, sendo a velocidade angular do
rotor (rad/s) (Equação (2.4)).
ETAPA 6.a:
O comportamento do atuador é considerado de torque estático
com relação à tensão aplicada e a velocidade do atuador (Seção 2.2) ,
pois o comportamento dinâmico do atuador não é considerado por
se tratar da estática e da cinemática do mecanismo, obtendo a Equação
(2.7).
Da Equações (2.7), obtém-se uma expressão ﬁnal como apresen-
tada na Equação (4.1), sendo para o motor em torque estático (Seção
2.2):
• Tmi o torque do motor aplicado em uma junta i,
• CTi uma constante obtida pela relação Rai/Kmi ,
• CVi uma constante de ganho (CVi = 1),
• Rai a resistência de armadura do motor aplicado numa junta i,
• Kmi a constante de torque do motor aplicado em uma junta i,
• Vi a tensão do motor aplicado em uma junta i,
• Kbi a constante da força contra eletromotriz do motor aplicado
em uma junta i, e
• ωmi a velocidade angular do motor aplicado em uma junta i;
Tmi · CTi − Vi · CVi +Kbi · ωmi = 0 (4.1)
.
No caso do exemplo do mecanismo de quatro barras em conﬁ-
guração RSSR (Figura 58), apresentado nas seções anteriores, tem-se
a Equação (4.2), pois os parâmetros em questão fazem referência ao
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Torque Ta, a velocidade angular ωaz e à tensão Va por ter sido aplicado
na junta a.
Ta · CTa − Va · CVa +Kba · ωaz = 0 (4.2)
4.2.2 Obtenção Matrizes da Cinetoestática
ETAPA 7.a:
Para estabelecer a relação entre os sistemas estático e cinemático






(Equação (4.3)), onde γ é o número
de variáveis do sistema Cinetoestático, sendo γ = (F +R+AR).
Lembrando que F é o Grau de Liberdade Bruto obtido na análise
cinemática, R é o Grau de Restrição obtido na análise estática, e AR é






































Esta Matriz Geral inclui:






(B.11)), que representa o sistema de equações do sistema está-
tico;







ção (B.21)), que representa o sistema de equações do sistema
cinemático;
• as linhas correspondentes às equações de cada um dos atuadores
ARi aplicados ao mecanismo, sendo neste caso a Equação (4.2).
Lembrando que λ é o espaço de trabalho, κ é o número de cortes,
e v é o número de circuitos, (Tabela 24).






tantes relacionadas aos atuadores, têm que ser posicionada segundo a
ordem em que foram dispostas as colunas em cada uma das Matrizes





(Equação (B.11)) e dos Mo-





(Equação (B.21)) para manter
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27×1 (4.4)






sentado na Equação (4.5), que inclui:













• a constanteKb1 que é a constante de velocidade do motor aplicado
na junta a, que segundo a disposição das magnitudes do Vetor das






tem que ser disposta na posição (25,1), pois os valores para ωaz







• a constante CT1 que é a constante de torque do motor aplicado
na junta a, que segundo a disposição das magnitudes do Ve-






(4.4)), tem que ser disposta na posição (25,24), pois os valores





• e a constante CV1 que é a constante de ganho do motor apli-
cado na junta a, que segundo a disposição das magnitudes do






ção (4.4)), tem que ser disposta na posição (25,27), pois os valores





A constante de ganho CV1 é substituída por 1, pois neste caso




























Determinação de alguns fatores importantes como: as linhas nu-






tam as equações dependentes SD e KD dos sistemas estático e cinemá-




ou posto da matriz g, que representam as equa-
ções independentes do sistema cinetoestático, e aquelas colunas que
não pertencem a matriz identidade resultante do escalonamento que
representam as variáveis independentes do sistema cinetoestático.






expressa na Equação (4.6), apresenta: uma variável D em
substituição da expressão (bx ·cy−by ·cx−bx ·dy+by ·dx+cx ·dy−cy ·dx);




















































































ser o número de equações linearmente independentes do sistema cine-
toestático, pode ser obtido da Equação (4.7), sendo λ · κ o número de





, SD o número de equações depen-






, KD o número de equações dependentes do sistema cine-
mático e AR o número de atuadores aplicados ao mecanismo.
g = m+ a+AR = (λ · ν −KD) + (λ · κ− SD) +AR (4.7)
Obtém-se um posto da matriz de g = m+a+AR = 6+17+1 = 24




(Equação (4.6)), validando a expressão obtida na Equa-
ção (4.7).
ETAPA 7.c:











, é possível de-
terminar o número de variáveis independentes ou grau de liberdade GN
do sistema cinetoestático o qual deve cumprir com a condição da Equa-
ção (4.8), que no caso do RSSR ﬁcaria GN = SN + FN = 1 + 2 = 3,
segundo as Equações (C.13) e (C.24).
No 8R, têm-se três colunas não pertencente à Matriz Identidade
[I]24 resultante do escalonamento (Equação (4.6)), que representa as
variáveis independentes do sistema sendo para o 8R a velocidade angu-
lar ωcx da junta c no eixo x, o torque de carga Td aplicado na junta d
e a tensão Va de alimentação do motor AR1 aplicado na junta a, o que
indica que se têm três variáveis independentes no sistema cinetoestático
sendo GN = (F +R+AR) − g = γ − g = 27 − 24 = 3, validando a
expressão obtida na Equação (4.8).
GN = (F +R+AR)− g = γ − g = SN + FN (4.8)
ETAPA 7.d:






ter em função das variáveis independentes do sistema, as equações para
qualquer parâmetro do sistema cinetoestático, sejam torques, momen-
tos, restrições de força, velocidades angulares ou lineares, sendo torques
e velocidades angulares nas juntas dos atuadores e das cargas, os parâ-
metros de maior importância para a solução do sistema cinetoestático.
Para o 8R, precisam-se obter as expressões correspondentes aos
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torques e às velocidades angulares do motor e da carga aplicados ao me-
canismo, sendo Ta, Td, ωaz e ωdz respetivamente. Para isto, trazem-se






com a ﬁnalidade de gerar a equação correspondente à velocidade an-
gular ωaz do motor, obtendo a expressão exposta na Equação (4.9),
a qual ﬁca em função do valor do torque Td da carga e da tensão
Va aplicada ao motor e uma variável D em substituição da expressão
(bx · cy − by · cx − bx · dy + by · dx + cx · dy − cy · dx).
ωaz =
CT1 · (bx · cy − by · cx)
Kb1 ·D
· Td − 1
Kb1
· Va (4.9)




, com ﬁm de gerar a equação correspondente à velocidade
angular ωdz da carga, obtendo a expressão exposta na Equação (4.10),
a qual ﬁca em função do valor do torque Td da carga e da tensão
Va aplicada ao motor e uma variável D em substituição da expressão
(bx · cy − by · cx − bx · dy + by · dx + cx · dy − cy · dx).
ωdz =
CT1 · (bx · cy − by · cx)2
Kb1 ·D2
· Td − bx · cy − by · cx
Kb1 ·D
· Va (4.10)






, com ﬁm de gerar a equação correspondente
ao torque do motor, obtendo a expressão exposta na Equação (4.11), a
qual ﬁca em função do valor do torque Td da carga e uma variável D em
substituição da expressão (bx ·cy−by ·cx−bx ·dy+by ·dx+cx ·dy−cy ·dx).
Ta =
bx · cy − by · cx
D
· Td (4.11)






resultantes em função do torque Td e da velocidade angular ωdz apre-
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sentados pela carga, pois serão as informações fornecidas pelo usuário.
No caso do 8R, tem-se que isolar da Equação (4.10) a variável de tensão
de entrada ao motor Va, obtendo a Equação (4.12).
Va =
CT1 · (bx · cy − by · cx)
D
· Td − Kb1 ·D
bx · cy − by · cx · ωdz (4.12)
A Equação (4.12) deve ser substituída na Equação (4.9), com o
objetivo de deixá-la em função da velocidade angular ωdz apresentada
pela carga, como apresentado na Equação (4.13).
ωaz =
D
bx · cy − by · cx · ωdz (4.13)
Do anterior, é possível observar que os resultados obtidos nas






da Equação (4.6), correspondem aos resulta-
dos entregues pelos sistemas de equações da estática e da cinemática




(Equação (C.11)) e à Matriz Escalonada dos Movimen-






o qual permite validar a metodologia apresentada nesta seção para a
vinculação dos sistemas estático e cinemático em um só.
4.3 PARÂMETROS DO MECANISMO A PARTIR DO GRAU DE
LIBERDADE FN
Da Seção 3, considerando-se a expansão de todas as juntas com
grau de liberdade maior que um e a substituição das mesmas por juntas
com grau de liberdade unitário, bem como as condições expostas na
obtenção da Equação (3.15), que é substituída com a Equação (B.16)
na Equação (3.9). Isolando o número de juntas j, obtém-se a relação
apresentada na Equação (4.14), onde é possível obter o número de
juntas j necessárias para atingir a condições como: Grau de liberdade
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na cinemática FN ou Mobilidade do mecanismo, um espaço de trabalho
λ determinado e um número arbitrário de elos n, sendo o número de
juntas j pertencente aos números naturais, j ∈ N.
j =
λ · (n− 1)−AR
(λ− 1) =
λ · (n− 1)− FN
(λ− 1) (4.14)
Para exempliﬁcar este relacionamento, apresentam-se alguns ca-
sos na Tabela 29. No caso do mecanismo de RSSR, não é possível
aplicar a Equação (4.14), pois não apresenta expansão das juntas com
graus de liberdade maiores a um, entanto para o mecanismo de 8R
que apresenta um grau de liberdade na cinemática de FN = 2, em um
espaço de trabalho de λ = 6 e com um número de elos n = 8 é possí-
vel aplicar a Equação (4.14), obtendo da substituição dos parâmetros
FN , λ e n na Equação (4.14) um número de juntas como apresentado
na Equação (4.15), obtendo o número exato de juntas que apresenta o
mecanismo de 8R da Figura 10.
j =
λ · (n− 1)− FN
(λ− 1) =
6 · (8− 1)− 2
(6− 1) = 8 (4.15)
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5 ESTUDO DE CASOS
Para atingir ao objetivo principal de efetuar a análise cineto-
estática de alguns mecanismos visando à independência de torque e
velocidade angular, precisa-se determinar o grau de liberdade na cine-
mática FN ou mobilidade do sistema mínimo necessário para atingir ao
requerimento e o espaço de trabalho em que vai agir o mecanismo.
Sendo a carga aplicada ao mecanismo, uma carga única σ = 1
(junta do manipulador serial) e considerando que as variáveis SD e
KD são nulas (Capítulo 3), tem-se um Grau de Liberdade da Estática
segundo a Equação (3.15) de SN = σ = 1.
Sabendo que o sistema precisa no mínimo de duas várias indepen-
dentes, referentes à velocidade angular, tem-se um Grau de Liberdade
da Cinemática de FN ≥ 2, que segundo a Equação (3.14) implica um
número de atuadores de AR ≥ 2.











2 2 5 6
2 2 6 8
2 2 7 10
3 2 5 5
3 2 7 8
6 2 8 8
6 2 13 14
Tendo um Grau de Liberdade da Estática SN = 1, tem-se que só
um dos torques será a variável independente, e os outros torques serão
as variáveis dependentes. No entanto, na cinemática, tendo um Grau de
Liberdade FN ≥ 2, tem-se que duas ou mais das velocidades angulares
dos acoplamentos ativos serão independentes e as outras velocidades
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angulares serão dependentes.
Para determinar um mecanismo que permita cumprir com a con-
dição de FN ≥ 2, tem-se a Equação (4.14), na qual supondo parâmetros
como o espaço de trabalho λ, número de elementos n e Grau de Liber-
dade da Cinemática FN = 2, obtém-se possíveis conﬁgurações como
apresentado na Tabela 8.
Da Tabela 8, obtém-se as características de mecanismos conhe-
cidos como: Cinco Barras 5R, apresentando n = 5 e j = 5, num espaço
de trabalho λ = 3; Planetário com casca, apresentando n = 5 e j = 6,
num espaço de trabalho λ = 2; PGT Ravigneaux, apresentando n = 7
e j = 10, num espaço de trabalho λ = 2.
Figura 22: Diagrama de Blocos do Motor CC com V = 48 V e Tl = 1 N ·
m.
Para os casos de estudo, será apresentado o comportamento do
mecanismo de Cinco Barras com as características topológicas da Ta-
bela 10, e o comportamento do mecanismo Planetário Modiﬁcado, que
é uma variação do mecanismo Planetário convencional (Tsai 2001), com
as características topológicas da Tabela 16.
Porém, antes de estudar o comportamento dos mecanismos, precisa-
se de conhecer o comportamento do Motor Maxon EC 60 (Tabela 28).
Isto é feito por meio da simulação do diagrama de ﬂuxo da Figura 7
em uma ferramenta de prototipagem matemática.
Substituindo os dados de tensão V = 48 V e Tl = 1 N · m, como
apresentado na Figura 22, obtém-se que a velocidade máxima em estado
estável é ωm = 0, 7384 rad/s, para um torque de reação Tm = 0, 9921 N
· m. O erro presente no torque de reação, faz com que a implementação
de um controlador PID seja essencial para eliminar o erro presente no
sistema, tendo o torque de reação Tm igual ao torque de carga Tl.
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5.1 CINCO BARRAS
O mecanismo de Cinco Barras, possui juntas com um grau de
liberdade f = 1, sejam rotativas ou prismáticas e quatro possíveis
combinações, como apresentado na Tabela 9, limitadas ao uso de não
mais de duas juntas prismáticas, pois aqueles mecanismos que apresen-
tam muitas juntas prismáticas podem experimentar fricção excessiva
(Tsai 2001). Este mecanismo possui as características apresentadas na
Tabela 10, as quais são proporcionadas à ferramenta do Capítulo D na
seção D.2.
Tabela 9: Combinações de juntas para mecanismo em conﬁguração 5R
Juntas
1 2 3 4 5
R R R R R
R R R R P
R R R P P
R R P R P
Este tipo de mecanismo, devido a sua conﬁguração, é utilizado
em aplicações onde a geração de trajetória planar é a prioridade, pois
apresenta elementos ﬂutuantes que permitem obter uma dada posição
numa área de trabalho determinada como apresentado na Figura 23,
sendo o elemento 1, o elemento ﬁxo, os elementos de entrada, os ele-
mentos 2 e 5, e os elementos de saída, os elementos 3 e 4.




Espaço de Trabalho λ 3
Cortes-f κ 4








No caso de aplicação à junta de um robô manipulador serial, o
mecanismo apresentado na Figura 23, tem que ser disposto de modo
que: o elemento 1, seja o elemento ﬁxo (um elemento do robô manipu-
lador serial), os elementos 3 e 5 , sejam os elementos de entrada, e o
elemento 2, seja o elemento de saída (outro elemento do robô manipu-
lador serial).
Figura 23: Área de trabalho para mecanismo em conﬁguração 5R.
Desta forma, conﬁgura-se um modelo de simulação em uma fe-
rramenta de prototipagem matemática, como apresentado na Figura 24
e com as características do Apêndice B.1. Este modelo possui:
Figura 24: Conﬁguração do 5R para simulação
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• 4 elementos livres (Bodies) e 1 elemento ﬁxo (Grounds).
• 5 juntas de revolução, nas quais são aplicadas as ações dos atua-
dores e obtidas as medições dos sensores da Figura 25.
Figura 25: Conﬁguração de Medição do 5R para simulação do controle de
velocidade angular..
5.1.1 Caso sem Motores
No caso sem motores , ou seja, sem considerar a dinâmica dos
motores, conﬁgura-se inicialmente um modelo de medições para variá-
veis independentes de velocidade angular em ωb e ωe, e o torque em Ta,
ou seja que as juntas atuadas serão controladas por velocidade angular
e os torques de reação serão dependentes do torque da carga, como
apresentado na Figura 25. Este modelo possui:
• 3 constantes correspondentes aos valores de velocidade angular
("Wb" e "We") e de torque ("Ta").
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• 1 gerador de sinal ("Ta variável") correspondente ao sinal de tor-
que da carga variável.
• 1 atuador gerador de torque ("JTa") correspondente à carga.
• 2 atuadores geradores de velocidade angular ("JWb" e "JWe").
• 5 sensores (Joint Sensors) para a obtenção de Posição Angular,
Velocidade Angular e Torque.
Figura 26: Posição do 5R para ωb = −0, 7384 rad/s, ωe = −0, 29 rad/s e
t = 10 s.
Para conhecer o comportamento do mecanismo de 5R por meio
da simulação, substituem-se as variáveis "Wb", "We" e "Ta" (Figura
25), pelos valores para as quais se deseja conhecer o comportamento
do mecanismo. Baseado nos resultados da Figura 22, vão-se substituir
pelos valores:
• ωb = −0, 7384 rad/s
• ωe = −0, 29 rad/s
• Ta = 0, 835 N · m
Simulando com os valores acima e para um tempo real de t =
10 s, o mecanismo segue uma trajetória determinada até chegar a uma
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posição ﬁnal, como apresentado na Figura 26. Neste instante de tempo
o mecanismo apresenta os ângulos de posições dos corpos e as coorde-
nadas de posição das juntas, como apresentado na Tabela 11.
Tabela 11: Posição dos corpos do 5R para ωb = −0, 7384 rad/s, ωe = −0, 29
rad/s e t = 10 s.
Corpo
Âng S Âng R CP x1 y1 x2 y2
(graus) (graus) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm)
1 0,000 0,000 4,00 4,000 0,000 0,000 0,000
2 -42,440 47,560 2,00 0,000 0,000 1,350 1,476
3 -63,072 -29,545 8,25 1,350 1,476 8,524 -2,590
4 35,281 -133,754 4,47 8,524 -2,590 5,431 -5,821
5 -95,926 -256,158 6,00 5,431 -5,821 4,000 0,000
Âng S: Ângulo obtido da simulação.
Âng R: Ângulo do corpo em relação ao eixo x.
CP: Comprimento do corpo.
Tendo as informações das posições das juntas (Tabela 11), entregam-
se à ferramenta desenvolvida do Capítulo D na seção D.3. Os dados a
ser proporcionados na seção D.4, são:
• "ATUAÇÃO" → [ 2 1 0 0 1 ]T
• "EIXO" → [ 3 3 3 3 3 ]T
Para obter a matriz de incidência que deve ser entregue na seção
D.5, precisa-se efetuar as quatro primeiras etapas da Metodologia.
Tabela 12: Identiﬁcação dos acoplamentos do mecanismo em conﬁguração
5R
Junta Elementos Tipo Função
a 1,2 Rotativa Carga
b 2,3 Rotativa Reação (Atuador)
c 3,4 Rotativa Transmissão
d 4,5 Rotativa Transmissão




Tendo o modelo físico do mecanismo (Figura 23), simpliﬁca-se a
uma representação esquemática como apresentado na Figura 26. Sendo
todas as juntas rotativas como apresentado na Tabela 12 , e os corpos
2, 3, 4 e 5 móveis, o corpo 1 ﬁxo e o sistema inercial Oxyz deﬁnido na
junta a.
ETAPA 1.b:
Determinados estes parâmetros, forma-se a rede de acoplamen-
tos como apresentado na Figura (27a).
ETAPA 1.c:
Constroi-se o grafo de acoplamentos Gc aplicando a Teoria de
Grafos (Seção A.7) como apresentado na Figura (27b). Também é
preciso determinar a corda deste grafo, sendo a aresta referente à junta
e.




Para formação da Matriz de Incidência [Id]n×j , é preciso aten-
der aos parâmetros estabelecidos na Equação (B.1). Na Equação (5.1)
apresenta-se a Matriz de Incidência [Id]5×5 correspondente ao grafo de
acoplamentos do mecanismo 5R.
Obtida a Matriz de Incidência, só ﬁca faltando proporcionar à





1 0 0 0 1
−1 1 0 0 0
0 −1 1 0 0
0 0 −1 1 0




Uma vez ingressadas as informações na ferramenta, pode ser





, como apresentada na
Figura 28. A obtenção desta matriz faz referencia à ETAPA 7.b da
Metodologia (Figura 21).
Figura 28: Matriz Geral Escalonada do 5R para ωb = −0, 7384 rad/s, ωe =
−0, 29 rad/s e t = 10 s.






obter em função das variáveis Te, Vb e Ve, as equações para Ta, Tb, ωa,







ωa ωb ωc ωd ωe Rax Ray Rbx Rby Rcx . . .
.




Para isto, isolam-se os dados da primeira linha da Matriz Geral








1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 − 2, 3992 · 10−04 . . .
.
. . . 0, 0155 − 0, 0098 ]1×20 ·
[
ωa ωb ωc ωd ωe Rax . . .
.
. . . Ray Rbx Rby Rcx Rcy Rdx Rdy Rex Rey Ta . . .
.
. . . Tb Te Vb Ve
]T
20×1 = 0 (5.3)
Da Equação (5.26), gerar-se a equação correspondente à veloci-
dade angular ωa da carga, obtendo a expressão exposta na Equação
(5.4), a qual ﬁca em função do valor do torque Te do motor AR2 e das
tensões Vb e Ve aplicadas aos motores AR1 e AR2 respetivamente.
ωa = 2, 3992 · 10−04 · Te − 0, 0155 · Vb + 0, 0098 · Ve (5.4)
Dos dados da segunda linha da Matriz Geral Escalonada (Figura






(Equação (5.2)) como feito para a primeira linha, gera-se
a equação correspondente à velocidade angular ωb do motor AR1 , ob-
tendo a expressão exposta na Equação (5.5).
ωb = −1, 7033 · 10−04 · Te + 0, 0154 · Vb (5.5)
Dos dados da terceira linha da Matriz Geral Escalonada (Figura






(Equação (5.2)) como feito para a primeira linha, gera-se a
equação correspondente à velocidade angular ωc, como consequência da
ação dos motores AR1 e AR2 , obtendo a expressão exposta na Equação
(5.6).
ωc = 1, 4666 · 10−04 · Te − 0, 0069 · Vb + 0, 0101 · Ve (5.6)
87
Dos dados da quarta linha da Matriz Geral Escalonada (Figura






(Equação (5.2)) como feito para a primeira linha, gera-se
a equação correspondente à velocidade angular ωd, como consequên-
cia da ação dos motores AR1 e AR2 , obtendo a expressão exposta na
Equação (5.7).
ωd = −1, 0844 · 10−04 · Te + 0, 0070 · Vb − 0, 0045 · Ve (5.7)
Dos dados da quinta linha da Matriz Geral Escalonada (Figura






(Equação (5.2)) como feito para a primeira linha, gera-se
a equação correspondente à velocidade angular ωe do motor AR2 , ob-
tendo a expressão exposta na Equação (5.8).
ωe = 1, 0780 · 10−04 · Te + 0, 0154 · Ve (5.8)
Dos dados da décima sexta linha da Matriz Geral Escalonada






(Equação (5.2)) como feito para a primeira linha,
gera-se a equação correspondente ao torque Ta da carga, obtendo a
expressão exposta na Equação (5.9).
Ta = −1, 5712 · Te (5.9)
Dos dados da décima setima linha da Matriz Geral Escalonada






(Equação (5.2)) como feito para a primeira linha,
gera-se a equação correspondente ao torque Tb do motor mu1, obtendo
a expressão exposta na Equação (5.10).
Tb = −1, 5801 · Te (5.10)
Para substituir os valores ωb = −0, 7384, ωe = −0, 29 rad/s e
Ta = 0, 835 N · m, que são os valores de entrada, precisa-se isolar as
variáveis independentes Te, Vb e Ve das Equações (5.5), (5.8) e (5.9),
ﬁcando em função das variáveis ωb, ωe e Ta, e obtendo as Equações










1, 5712 · ωe + 1, 0780 · 10−04 · Ta
0, 0242
(5.13)
Substituindo os valores ωb = −0, 7384 rad/s, ωe = −0, 29 rad/se
Ta = 0, 835, nas Equações (5.11), (5.12) e (5.13), obtêm-se os valores
teóricos para Te, Vb e Ve, e substituindo estes nas Equações (5.4), (5.6),
(5.7) e (5.10), obtêm-se os valores teóricos para ωa, ωc, ωd e Tb, como
apresentado na Tabela 13.
Tabela 13: Simulação comportamento do 5R para ωb = −0, 7384 rad/s,
ωe = −0, 29 rad/s e t = 10 s.
Junta









(N ·m) Vi (V )
a -42,44 0,558 0,835 0,559 0,835 -
b -63,07 -0,738 0,840 -0,738 0,840 -47,95
c 35,28 0,140 0 0,141 - -
d -95,93 -0,249 0 -0,250 - -
e -166,2 -0,290 -0,531 -0,290 -0,531 -18,82
Âng S: Ângulo obtido da simulação.
Os valores de simulação apresentados na Tabela 13, são os valores
correspondentes ao instante de tempo real de simulação de t = 10 s da
ferramenta de prototipagem matemática. Observa-se que se apresenta
uma diferença constante de ±0,001 entre os valores calculados na teoria
e os obtidos na simulação para ωa, ωc e ωd. Entanto, com as equações
obtidas da Matriz Escalonada Geral, não é possível conhecer o com-
portamento do mecanismo 5R para outro instante de tempo, devido a
variação constante da posição das juntas do mecanismo, portanto, tam-
bém não é possível estabelecer uma relação entre os resultados teóricos
e os resultados práticos (simulação) a ser obtidos.
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Figura 29: Comportamento do 5R para ωb, ωe e Ta constantes.
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Figura 30: Comportamento do 5R para ωb e ωe constantes e Ta variável.
91
Pela mesma razão de variação das posições, o mecanismo não
apresenta valores constantes durante a simulação para a velocidade
angular da carga ωa e os torques de reação Tb e Te, como apresentado
na Figura 29, nos quadrantes (2, 1), (3, 2) e (3, 3) respectivamente. Os
quadrantes (1, 1), (1, 2) e (1, 3) são os ângulos de posição para os corpos
2, 3 e 5, e os quadrantes (2, 2), (2, 3) e (3, 1) são os valores de ωb, ωc e
Ta respectivamente.
Porém, ainda tendo aquela variação na velocidade angular da
carga ωa, e aplicando um torque de carga variável, o comportamento
da velocidade ﬁca invariável, como apresentado na Figura 30.
5.1.2 Caso com Motores
No caso com motores é considerada a dinâmica dos motores,
conﬁgura-se um modelo de medições para variáveis independentes de
velocidade angular em ωb e ωe, e o torque em Ta, ou seja que as juntas
atuadas serão controladas por velocidade angular e os torques de reação
serão dependentes do torque da carga, como apresentado na Figura 31
e com as características do Apêndice B.3. Este modelo possui:
• 3 constantes correspondentes aos valores de velocidade angular
("Wb" e "We") e de torque ("Ta").
• 1 gerador de sinal ("Ta variável") correspondente ao sinal de tor-
que da carga variável.
• 1 atuador gerador de torque ("JTa") correspondente à carga.
• 2 atuadores geradores de velocidade angular ("JWb" e "JWe").
• 5 sensores (Joint Sensors) para a obtenção de Posição Angular,
Velocidade Angular e Torque.
• 2 modelos de motores (Figura 8).
Para conhecer o comportamento do mecanismo de 5R com mo-
tores por meio da simulação, substituem-se as variáveis "Wb", "We"
e "Ta" (Figura 31), pelos valores para as quais se deseja conhecer o
comportamento do mecanismo, neste caso serão os mesmos dados do
caso sem motores (Seção 5.1.1).
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Figura 31: Conﬁguração de Medição do 5R com motores para simulação do
controle de velocidade angular..
Simulando com os valores da seção 5.1.1 e para um tempo real
de t = 10 s, o mecanismo segue uma trajetória determinada até chegar
a uma posição ﬁnal, como apresentado na Figura 32. Neste instante de
tempo o mecanismo apresenta os ângulos de posições dos corpos e as
coordenadas de posição das juntas, como apresentado na Tabela 14.
Tendo as posições das juntas (Tabela 14), entregam-se à ferra-
menta desenvolvida do Capítulo D na seção D.3. Os dados a ser pro-
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porcionados na seção D.4 e na seção D.5, serão os mesmos da seção
5.1.1.
Figura 32: Posição do 5R com motores para ωb = −0, 7384 rad/s, ωe =
−0, 29 rad/s e t = 10 s.
Uma vez ingressadas as informações na ferramenta, pode ser





, como apresentada na
Figura 33. A obtenção desta matriz faz referencia à ETAPA 7.b da
Metodologia (Figura 21).
Tabela 14: Posição dos corpos do 5R com motores para ωb = −0, 7384 rad/s,
ωe = −0, 29 rad/s e t = 10 s.
Corpo
Âng S Âng R CP x1 y1 x2 y2
(graus) (graus) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm)
1 0,00 0,00 4,00 4,000 0,000 0,000 0,000
2 -52,79 37,21 2,00 0,000 0,000 1,593 1,210
3 -50,64 -27,46 8,25 1,593 1,210 8,910 -2,592
4 31,64 -135,3 4,47 8,910 -2,592 5,731 -5,738
5 -91,40 -253,2 6,00 5,731 -5,738 4,000 0,000
Âng S: Ângulo obtido da simulação.
Âng R: Ângulo do corpo em relação ao eixo x.
CP: Comprimento do corpo.
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Figura 33: Matriz Geral Escalonada do 5R com motores para ωb = −0, 7384
rad/s, ωe = −0, 29 rad/s e t = 10 s.






obter em função das variáveis Te, Vb e Ve, as equações para Ta, Tb, ωa,
ωb, ωc, ωd e ωe, do mesmo jeito que na seção 5.1.1, obtendo as Equações
(5.4), (5.5), (5.6), (5.7), (5.8), (5.9) e (5.10) .
ωa = 2, 2503 · 10−04 · Te − 0, 0149 · Vb + 0, 01 · Ve (5.14)
ωb = −1, 5976 · 10−04 · Te + 0, 0154 · Vb (5.15)
ωc = 1, 3902 · 10−04 · Te − 0, 0068 · Vb + 0, 0097 · Ve (5.16)
ωd = −0, 96489− 04 · Te + 0, 0063 · Vb − 0, 0044 · Ve (5.17)
ωe = 1, 0780 · 10−04 · Te + 0, 0154 · Ve (5.18)
Ta = −1, 5313 · Te (5.19)
Tb = −1, 4821 · Te (5.20)
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Para substituir os valores ωb = −0, 7384 rad/s, ωe = −0, 29
rad/s e Ta = 0, 835 N · m, que são os valores de entrada, precisa-se iso-
lar as variáveis independentes Te, Vb e Ve das Equações (5.15), (5.18)
e (5.19), ﬁcando em função das variáveis ωb, ωe e Ta, e obtendo as













Substituindo os valores ωb = −0, 7384, ωe = −0, 29 e Ta = 0, 835,
nas Equações (5.21), (5.22) e (5.23), obtêm-se os valores teóricos para
Te, Vb e Ve, e substituindo estes nas Equações (5.14), (5.16), (5.17) e
(5.20), obtêm-se os valores teóricos para ωa, ωc, ωd e Tb, como apre-
sentado na Tabela 15.
Tabela 15: Simulação comportamento do 5R com motores para ωb =
−0, 7384 rad/s, ωe = −0, 29 rad/s e t = 10 s.
Junta









(N ·m) Vi (V )
a -52,79 0,5251 0,835 0,5344 0,835 -
b -50,64 -0,7384 0,808 -0,7384 0,7832 -48,51
c 31,64 0,1437 0 0,1472 - -
d -91,40 -0,2204 0 -0,2227 - -
e -163,2 -0,290 -0,545 -0,290 -0,5417 -18,83
Âng S: Ângulo obtido da simulação.
Os valores de simulação apresentados na Tabela 13, são os valores
correspondentes ao instante de tempo real de simulação de t = 10 s da
ferramenta de prototipagem matemática. Observa-se que neste caso,
não se apresenta uma diferença constante entre os valores calculados
na teoria e os obtidos na simulação para ωa, ωc e ωd.
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Figura 34: Comportamento do 5R com motores para ωb, ωe e Ta constantes.
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Figura 35: Comportamento do 5R com motores para ωb e ωe constantes e
Ta variável.
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Com as equações obtidas da Matriz Escalonada Geral, não é pos-
sível conhecer o comportamento do mecanismo 5R com motores para
outro instante de tempo, devido à variação constante da posição das
juntas do mecanismo, portanto, também não é possível estabelecer uma
relação entre os resultados teóricos e os resultados práticos (simulação).
Pela mesma razão de variação das posições, o mecanismo do
mesmo jeito que no caso sem motores, não apresenta valores constantes
durante a simulação para a velocidade angular da carga ωa e os torques
de reação Tb e Te, como apresentado na Figura 34, nos quadrantes (2, 1),
(3, 2) e (3, 3) respectivamente. Os quadrantes (1, 1), (1, 2) e (1, 3) são
os ângulos de posição para os corpos 2, 3 e 5, e os quadrantes (2, 2),
(2, 3) e (3, 1) são os valores de ωb, ωc e Ta respectivamente.
Porém, ainda tendo aquela variação na velocidade angular da
carga ωa, e aplicando um torque de carga variável, o comportamento
da velocidade ﬁca invariável, como apresentado na Figura 35.
Comparando as reações de torque dos motores (sinal azul) com
os torques requeridos nas juntas (sinal amarelo), pode-se observar que
os motores conseguem atingir os torques necessários, como apresentado
na Figura 36. Sendo os quadrantes superiores os correspondentes aos
torques de reação para torque de carga constante, e os quadrantes in-
feriores os correspondentes aos torques de reação para torque de carga
variável.
Figura 36: Torque de Reação dos Motores vs Torque Requerido na Junta.
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5.1.3 Análise de Resultados
Comparando os resultados obtidos nos dois casos para o 5R,
inicialmente se observa a diferença de posição do mecanismo entre o
caso sem motores e o caso com motores, como apresentado na Figura
37.
Esta diferença se apresenta ao considerar a dinâmica do motor
na simulação, portanto, no mesmo tempo real de simulação (t = 10 s),
não se consegue atingir a mesma posição do caso sem motores. Esta
diferença faz também com que o modelo cinetoestático do mecanismo
seja variável em cada instante de tempo, pelo que não é feita a simu-
lação para o caso de controle de torque em um dos motores e controle
de velocidade angular no outro motor.
Figura 37: Comparação de posição nos casos sem motores e com motores.
.
Com relação às respostas da simulação para os casos de variá-
veis de entrada ωb, ωe e Ta constantes, como apresentado na Figura 38,
observa-se que o mecanismo no caso com motores (sinal azul), apresenta
um atraso nas respostas devido à dinâmica do motor, apresentando as
respostas na velocidade angular da carga ωa e os torques de reação Tb
e Tc similares ao caso sem motores, entanto, não é possível determinar
com exatidão o comportamento destas variáveis a partir da metodolo-
gia.
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Figura 38: Comparação de resultados do 5R para ωb, ωe e Ta constantes.
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Figura 39: Comparação de resultados do 5R para ωb e ωe constantes e Ta
variável.
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Com relação às respostas da simulação para os casos de variáveis
de entrada ωb e ωe constantes e Ta variável, como apresentado na Figura
39, observa-se um atraso na resposta da velocidade angular da carga ωa
do mesmo jeito da Figura 38, entanto, os torques de reação Tb e Tc não
apresentam atraso signiﬁcativo, devido a mesma variação de torque da
carga.
5.2 PLANETÁRIO MODIFICADO
O mecanismo Planetário Modiﬁcado ou PM, é uma variação do
mecanismo planetário convencional (Tsai 2001), ao qual foi acrecentado
uma engranagem de saída como apresentado na Figura 40. Esta va-
riação foi feita com o propósito de obter a saída da coroa, como saída
para a junta do robô manipulador serial e de aplicar a ação dos motores
na junta rotacional do sol e no "carrier", sem interferir com a saída
do mecanismo, além de acrecentar um grau de liberdade ao sistema.
Este mecanismo possui as características apresentadas na Tabela 16,
as quais são proporcionadas à ferramenta do Capítulo D na seção D.2.




Espaço de Trabalho λ 2
Cortes-f κ 5




Grau de Liberdade na
Cinemática
FN 2
Este tipo de mecanismo, devido a sua conﬁguração é utilizado
em aplicações onde a transmissão de potência é a prioridade e pode
ser conﬁgurado segundo as necessidades do usuário, ﬁxando algum dos
elementos do mecanismo.
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Figura 40: Aparência Mecanismo PM.
5.2.1 Caso sem Motores
Para conhecer o comportamento do PM no caso sem motores ou
seja sem considerar a dinâmica dos motores, conﬁgura-se inicialmente
um modelo de medições para variáveis independentes de velocidade
angular em ωa e ωc, e o torque em Tb, ou seja que as juntas atuadas
serão controladas por velocidade angular e os torques de reação serão
dependentes do torque da carga, como apresentado na Figura 41 e com
as características do Apêndice B.2. Este modelo possui:
• A representação do mecanismo planetário ("Planetary Gear").
• 1 engrenagem correspondente à saída do mecanismo planetário
modiﬁcado ("Simple Gear").
• 1 atuador gerador de torque ("Torque Actuator2") correspon-
dente à carga.
• 2 atuadores geradores de velocidade angular ("Motion Actuator2"
e "Motion Actuator3").
• 3 sensores (Motion Sensor) para a obtenção de velocidade angular.
• 4 sensores (Torque Sensor) para a obtenção de torque.
• 3 constantes correspondentes aos valores de velocidade angular
("Wa" e "Wc") e de torque ("Tb").
• 2 constantes nulas correspondentes às acelerações.
• 3 geradores de sinal (WSSb) correspondentes aos sinais de torque
da carga variável e velocidades angulares variáveis.
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Figura 41: Conﬁguração de Medição do PM para simulação do controle de
velocidade angular.
Para conhecer o comportamento do mecanismo PM por meio
da simulação, substituem-se as variáveis "Wa", "Wc" e "Tb" (Figura
41), pelos valores para as quais se deseja conhecer o comportamento
do mecanismo. Baseado nos resultados da Figura 22, vão-se substituir
pelos valores:
• ωa = 0, 738 rad/s
• ωc = 0, 738 rad/s
• Tb = 0, 5 N · m
As juntas do mecanismo são dispostas como apresentado na Ta-
bela 17. Simulando com os valores acima e para um tempo real de
t = 10 s, observa-se que as juntas não mudam de posição durante a
simulação. Portanto, para qualquer instante de tempo ou variáveis de
entrada, as juntas ﬁcaram nas coordenadas iniciais.
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Tabela 17: Posição das juntas do PM.
Junta x y z
1 (a) 0,00 0,00 0,00
2 (b) 0,24 0,00 0,00
3 (c) 0,00 0,00 0,00
4 (d) 0,08 0,00 0,00
5 (e) 0,16 0,00 0,00
6 (f) 0,18 0,00 0,00
7 (g) 0,12 0,00 0,00
8 (h) 0,00 0,00 0,00
Com as posições das juntas (Tabela 17), entregam-se à ferra-
menta desenvolvida do Capítulo D na seção D.3. Os dados a ser pro-
porcionados na seção D.4, são:
• "ATUAÇÃO" → [ 1 2 1 0 0 0 0 0 ]T
• "EIXO" → [ 3 3 3 3 3 3 3 3 ]T
Para obter a matriz de incidência que deve ser entregue na seção
D.5, precisa-se efetuar as quatro primeiras etapas da Metodologia.
Figura 42: Representação Esquemática do PM.
ETAPA 1.a:
Tendo o modelo físico do mecanismo (Figura 40), simpliﬁca-se a
uma representação esquemática como apresentado na Figura 42. Sendo
as juntas d, e e f de engrenagem e as juntas a, b, c, g e h rotativas
como apresentado na Tabela 18 , e os corpos 2, 3, 4, 5 e 6 móveis, o
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corpo 1 ﬁxo e o sistema inercial Oxyz deﬁnido na junta a.
ETAPA 1.b:
Determinados estes parâmetros, forma-se a rede de acoplamentos
como apresentado na Figura (43a), onde as juntas de engrenagem são
apresentadas de cor cinza e as rotativas de cor branca.
Tabela 18: Identiﬁcação dos acoplamentos do mecanismo PM
Junta Elementos Tipo Função
a 1,2 Rotativa Reação (Atuador)
b 1,4 Rotativa Carga
c 1,5 Rotativa Reação (Atuador)
d 2,3 Engrenagem Transmissão
e 3,6 Engrenagem Transmissão
f 4,6 Engrenagem Transmissão
g 3,5 Rotativa Transmissão
h 1,6 Rotativa Transmissão
.
ETAPA 1.c:
Constroi-se o grafo de acoplamentos Gc aplicando a Teoria de
Grafos (Seção A.7) como apresentado na Figura (43b), onde as arestas
pertencentes as juntas de engrenagem são apresentadas por meio de li-
nhas pontilhadas. Também é preciso determinar as cordas deste grafo,
sendo as arestas referentes à junta f , g e h referente ao circuito externo.
ETAPA 1.d:
Para formação da Matriz de Incidência [Id]n×j , é preciso atender
aos parâmetros estabelecidos na Equação (B.1). Na Equação (5.24)
apresenta-se a Matriz de Incidência [Id]6×8 correspondente ao grafo de
acoplamentos do mecanismo PM.
[Id]6×8 =

1 1 1 0 0 0 0 1
−1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 −1 1 0 1 0
0 −1 0 0 0 1 0 0
0 0 −1 0 0 0 −1 0





(a) Rede de acoplamentos do PM (b) Grafo de acoplamentos do PM
Figura 43: Acoplamentos
Obtida a Matriz de Incidência, só ﬁca faltando proporcionar à
ferramenta os dados dos motores, que serão os mesmos apresentados
na seção D.6.
Uma vez ingressadas as informações na ferramenta, pode ser





, como apresentada na
Figura 44. A obtenção desta matriz faz referencia à ETAPA 7.b da
Metodologia (Figura 21).
Esta matriz descreve o comportamento cinetoestático do meca-
nismo PM para qualquer instante de tempo e variáveis de entrada (ωa,
ωc e Tb), devido a que as posições das juntas não variam com o tempo.
Figura 44: Matriz Geral Escalonada do PM.
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obter em função das variáveis Tc, Va e Vc, as equações para Ta, Tb, ωa,






ωa ωb ωc ωd ωe ωf ωg ωh Rax Rbx . . .
.




Para isto, isolam-se os dados da primeira linha da Matriz Geral








1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0, 3593 · 10−04 . . .
.
. . . 0, 0154 0 ]1×21 ·
[
ωa ωb ωc ωd ωe ωf ωg ωh . . .
.
. . . Rax Rbx Rcx Rdx Rex Rfx Rgx Rhx Ta . . .
.
. . . Tb Tc Va Vc
]T
21×1 = 0 (5.26)
Da Equação (5.26), gerar-se equação correspondente à velocidade
angular ωa do motor AR1 , obtendo a expressão exposta na Equação
(5.27), a qual ﬁca em função do valor do torque Tc do motor AR2 e das
tensões Va e Vc aplicadas aos motores AR1 e AR2 respetivamente.
ωa = −0, 3593 · 10−04 · Tc + 0, 0154 · Va (5.27)
Dos dados da segunda linha da Matriz Geral Escalonada (Figura






(Equação (5.25)) como feito para a primeira linha, gera-se
a equação correspondente à velocidade angular ωb da carga, obtendo a
expressão exposta na Equação (5.28).
ωb = −5, 3898 · 10−04 · Tc + 0, 0231 · Va − 0, 0692 · Vc (5.28)
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Dos dados da terceira linha da Matriz Geral Escalonada (Figura






(Equação (5.25)) como feito para a primeira linha, gera-se
a equação correspondente à velocidade angular ωc do motor AR2 , ob-
tendo a expressão exposta na Equação (5.29).
ωc = 1, 0780 · 10−04 · Tc + 0, 0154 · Vc (5.29)
Dos dados da quarta linha da Matriz Geral Escalonada (Figura






(Equação (5.25)) como feito para a primeira linha, gera-se
a equação correspondente à velocidade angular ωd, como consequência
da ação do motor AR1 , obtendo a expressão exposta na Equação (5.30).
ωd = 4, 3119 · 10−04 · Tc − 0, 0462 · Va + 0, 0462 · Vc (5.30)
Dos dados da quinta linha da Matriz Geral Escalonada (Figura






(Equação (5.25)) como feito para a primeira linha, gera-se
a equação correspondente à velocidade angular ωe, como consequência
da ação dos motores AR1 e AR2 , obtendo a expressão exposta na Equa-
ção (5.31).
ωe = −2, 1559 · 10−04 · Tc + 0, 0231 · Va − 0, 0231 · Vc (5.31)
Dos dados da sexta linha da Matriz Geral Escalonada (Figura 44)




(Equação (5.25)) como feito para a primeira linha, gera-se a
equação correspondente à velocidade angular ωf , como consequência da
ação dos motores AR1 e AR2 , obtendo a expressão exposta na Equação
(5.32).
ωf = 7, 1865 · 10−04 · Tc − 0, 0308 · Va + 0, 0923 · Vc (5.32)
Dos dados da sétima linha da Matriz Geral Escalonada (Figura






(Equação (5.25)) como feito para a primeira linha, gera-se
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a equação correspondente à velocidade angular ωg, como consequência
da ação dos motores AR1 e AR2 , obtendo a expressão exposta na Equa-
ção (5.33).
ωg = −2, 8746 · 10−04 · Tc + 0, 0308 · Va − 0, 0308 · Vc (5.33)
Dos dados da sétima linha da Matriz Geral Escalonada (Figura






(Equação (5.25)) como feito para a primeira linha, gera-se
a equação correspondente à velocidade angular ωh, como consequência
da ação dos motores AR1 e AR2 , obtendo a expressão exposta na Equa-
ção (5.34).
ωh = 1, 7966 · 10−04 · Tc − 0, 0077 · Va + 0, 0231 · Vc (5.34)
Dos dados da décima setima linha da Matriz Geral Escalonada






(Equação (5.25)) como feito para a primeira
linha, gera-se a equação correspondente ao torque Ta do motor mu1,
obtendo a expressão exposta na Equação (5.35).
Ta = −0, 3333 · Tc (5.35)
Dos dados da décima oitava linha da Matriz Geral Escalonada






(Equação (5.25)) como feito para a primeira
linha, gera-se a equação correspondente ao torque Tb da carga, obtendo
a expressão exposta na Equação (5.36).
Tb = 0, 2222 · Tc (5.36)
Para substituir os valores ωa = 0, 738 rad/s, ωc = 0, 738 rad/s
e Tb = 0, 5 N · m, que são os valores de entrada, precisa-se isolar as
variáveis independentes Tc, Va e Vc das Equações (5.27), (5.29) e (5.36),
ﬁcando em função das variáveis ωa, ωc e Tb, e obtendo as Equações











0, 2222 · ωc − 1, 0780 · 10−04 · Tb
0, 00342
(5.39)
Substituindo os valores ωa = 0, 738 rad/s, ωc = 0, 738 rad/s
e Tb = 0, 5 N · m, nas Equações (5.37), (5.38) e (5.39), obtêm-se os
valores teóricos para Tc, Va e Vc, e substituindo estes nas Equações
(5.28), (5.30), (5.31), (5.32), (5.33), (5.34) e (5.35), obtêm-se os valores
teóricos para ωb, ωd, ωe, ωf , ωg, ωh e Ta, como apresentado na Tabela
19.
Com as equações obtidas da Matriz Escalonada Geral, é possível
conhecer o comportamento do mecanismo PM para qualquer instante
de tempo, devido às posições das juntas não variaem com o tempo.
Tabela 19: Simulação comportamento do PM para ωa = 0, 738 rad/s, ωc =












a 0,0,0 0,738 -0,75 0,738 -0,75 47,9273
b 24,0,0 -2,214 0,5 -2,209 0,5 -
c 0,0,0 0,738 2,25 0,738 2,25 47,9063
d 8,0,0 - - 0 - -
e 16,0,0 - - 0 - -
f 18,0,0 - - 2,9472 - -
g 12,0,0 0,738 0 0 - -
h 0,0,0 0,738 1,5 0,738 - -
(x, y, z): Coordenadas das juntas.
Os valores de simulação apresentados na Tabela 19, são os va-
lores correspondentes ao instante de tempo real de simulação t = 10 s.
Porém, estes valores são constantes durante todo o tempo real de simu-
lação para a velocidade angular da carga ωb e os torques de reação Ta e
Tc, como apresentado na Figura 45, nos quadrantes (2, 2), (1, 1) e (1, 3)
respectivamente, e os quadrantes (2, 1), (2, 3) e (1, 2) são os valores
de ωa, ωc e Tb respectivamente. Também se observa que por meio da
112
teoria foi possível determinar exatamente quais seriam os valores para
torques e velocidades angulares presentes no mecanismo.
Pode-se observar que aplicando um torque de carga variável, o
comportamento da velocidade angular da carga ωa ﬁca invariável, como
apresentado na Figura 46.
5.2.2 Caso com Motores
No caso com motores é considerada a dinâmica dos motores,
conﬁgura-se um modelo de medições para variáveis independentes de
velocidade angular em ωa e ωc, e o torque em Tb, ou seja que as juntas
atuadas serão controladas por velocidade angular e os torques de reação
serão dependentes do torque da carga, como apresentado na Figura 47
e com as características dos Apêndices B.2 e B.3. Este modelo possui:
• A representação do mecanismo planetário ("Planetary Gear").
• 1 engrenagem correspondente à saída do mecanismo planetário
modiﬁcado ("Simple Gear").
• 1 atuador gerador de torque ("Torque Actuator2") correspon-
dente à carga.
• 2 atuadores geradores de velocidade angular ("Motion Actuator2"
e "Motion Actuator3").
• 3 sensores (Motion Sensor) para a obtenção de velocidade angular.
• 4 sensores (Torque Sensor) para a obtenção de torque.
• 3 constantes correspondentes aos valores de velocidade angular
("Wa" e "Wc") e de torque ("Tb").
• 2 constantes nulas correspondentes às acelerações.
• 3 gerador de sinal (WSSb) correspondentes aos sinais de torque
da carga variável e velocidades angulares variáveis.
• 2 modelos de motores (Figura 8).
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Figura 45: Comportamento do PM para ωb, ωe e Ta constantes.
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Figura 46: Comportamento do PM para ωb e ωe constantes e Ta variável.
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Figura 47: Conﬁguração de Medição do PM com motores para simulação
do controle de velocidade angular.
Para conhecer o comportamento do mecanismo PM com motores
por meio da simulação para controle de velocidade angular, substituem-
se as variáveis "Wa", "Wc" e "Tb" (Figura 47), pelos valores para as
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quais se deseja conhecer o comportamento do mecanismo, neste caso
serão os mesmos dados do caso sem motores (Seção 5.2.1).
Dispondo as juntas do mecanismo na mesma posição do caso sem
motores (Tabela 17), o sistema cinetoestático do mecanismo ﬁca sendo
o mesmo da Seção 5.2.1, pelo qual não se precisa determinar novamente
a Matriz Escalonada Geral e nem as equações de comportamento de
torques e velocidades angulares, pois ﬁcam sendo as mesmas.
Devido a que não mudaram os valores de entrada ωa, ωc e Tb, nem
o comportamenteo cinetoestático do mecanismo, obtêm-se os mesmos
valores teóricos da Tabela 19.
Também foram obtidos os mesmos valores de simulação apresen-
tados na Tabela 19, os quais correspondem ao instante de tempo real
de simulação de t = 10 s da ferramenta de prototipagem matemática,
como apresentado na Figura 48, para a velocidade angular da carga
ωb e os torques de reação Ta e Tc, nos quadrantes (2, 2), (1, 1) e (1, 3)
respectivamente, e os quadrantes (2, 1), (2, 3) e (1, 2) são os valores de
ωa, ωc e Tb respectivamente.
Pode-se observar que aplicando um torque de carga variável, o
comportamento da velocidade angular da carga ωa ﬁca invariável, como
apresentado na Figura 49.
Conﬁgurando um segundo modelo de medições para variáveis
independentes de velocidade angular em ωb e ωc, e o torque em Tc,
ou seja deﬁnindo a velocidade angular desejada na saída (junta b) e
adotando como referência a velocidade angular de reação do motor na
junta c devido ao torque imposto, que deﬁne o torque de reação no
motor da junta a e o torque na junta b, como apresentado na Figura 50
e com as características dos Apêndices B.2 e B.3. Este modelo possui:
• A representação do mecanismo planetário ("Planetary Gear").
• 1 engrenagem correspondente à saída do mecanismo planetário
modiﬁcado ("Simple Gear").
• 1 atuador gerador de torque ("Torque Actuator2") correspon-
dente à carga.
• 2 atuadores geradores de velocidade angular ("Motion Actuator2"
e "Motion Actuator3").
• 3 sensores (Motion Sensor) para a obtenção de velocidade angular.
• 4 sensores (Torque Sensor) para a obtenção de torque.
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Figura 48: Comportamento do PM com motores para ωb, ωe e Ta constantes.
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Figura 49: Comportamento do PM com motores para ωa e ωc constantes e
Tb variável.
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Figura 50: Conﬁguração de Medição do PM com motores para simulação
do controle de torque e velocidade angular.
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• 2 constantes correspondentes aos valores de velocidade angular
("Wb") e de torque ("Tb").
• 2 constantes nulas correspondentes às acelerações.
• 2 gerador de sinal (WSSb) correspondentes aos sinais de torque
da carga variável e velocidade angular da carga variável.
• 2 modelos de motores (Figura 8).
• 2 subsistemas de cálculo teórico dos valores de velocidade angular
("Wa") e torque ("Tc").
Para conhecer o comportamento do mecanismo PM com motores
por meio da simulação para controle de torque e velocidade angular,
substituem-se as variáveis "Wb" e "Tb" (Figura 50), pelos valores para
as quais se deseja conhecer o comportamento do mecanismo, neste caso
serão ωb = 0, 7 rad/s e Tb = −0, 5 N · m).
Tabela 20: Simulação comportamento do PM para ωb = 0, 7 rad/s, Tb =












a 0,0,0 0,4666 0,75 0,4666 0,75 30,2967
b 24,0,0 0,700 -0,50 0,700 -0,50 -
c 0,0,0 0,000 -2,25 0,000 -2,25 0,0157
d 8,0,0 - - 0 - -
e 16,0,0 - - 0 - -
f 18,0,0 - - -0,933 - -
g 12,0,0 -0,933 0 0 - -
h 0,0,0 -0,233 -1,5 -0,233 - -
(x, y, z): Coordenadas das juntas.
Os valores de simulação apresentados na Tabela 20, são os va-
lores correspondentes ao instante de tempo real de simulação t = 10 s.
Porém, estes valores são constantes durante todo o tempo real de simu-
lação em estado permanente, como apresentado na Figura 51. Também
se observa que por meio da teoria foi possível determinar exatamente
quais seriam os valores para torques e velocidades angulares presentes
no mecanismo.
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Figura 51: Comportamento do PM com motores para ωb, ωe e Ta constantes.
122
Figura 52: Comportamento do PM com motores para ωa e ωc constantes e
Tb variável.
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Pode-se observar para um torque de carga variável Tb, que o
comportamento do motor controlado por torque (Tc) consegue atingir
estes valores, da mesma forma que a velocidade angular da carga ωb
ﬁca invariável, como apresentado na Figura 52.
5.2.3 Análise de Resultados
Comparando os resultados obtidos nos dois casos para o PM,
com relação às respostas da simulação para os casos de variáveis de en-
trada ωa, ωc e Tb constantes, como apresentado na Figura 53, observa-
se que o mecanismo no caso com motores (sinal azul), apresenta um
comportamento idêntico ao caso sem motores (sinal amarelo) no estado
permanente.
Com relação às respostas da simulação para os casos de variáveis
de entrada ωa e ωc constantes e e Tb variável, como apresentado na Fi-
gura 54, observa-se que os motores conseguem atingir aos requerimentos
de carga sem apresentar variações nas velocidades angulares.




















Devido ao mecanismo apresentar o mesmo comportamento ci-
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netoestático para qualquer instante de tempo, é possível determinar o
comportamento do sistema com motores em circunstâncias determina-
das.
Na Tabela 21, é possível observar que para um incremento de
0,1 na velocidade angular ωa, apresenta-se um incremento de 0,15 nos
resultados teóricos e nas respostas da simulação para ωb.
Nota-se que a diferença apresentada entre os valores teóricos ωbT
e os valores da simulação ωbS é de 0, 005, conseguindo estabelecer a re-
lação apresentada na Equação (5.40), para a faixa de ωbT entre −4, 423
e −2, 209 rad/s .
ωbS = ωbT − 0, 005 (5.40)
Na Tabela 22, é possível observar que para um incremento de
0,1 na velocidade angular ωc, apresenta-se um incremento de 0,45 nas
respostas da simulação e aproximadamente de 0,4494 nos resultados
teóricos para ωb.





















Figura 53: Comparação de resultados do PM para ωa, ωc e Tb constantes.
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Figura 54: Comparação de resultados do PM para ωa e ωc constantes e Tb
variável.
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Devido à falta de exatidão na variação dos dados teóricos para
ωb, não é possível estabelecer uma relação entre os dados teóricos e
os dados de simulação. Porém, consegue-se estabelecer uma relação
para a velocidade angular de simulação ωbS com respeito a ωc, como
apresentada na Equação (5.41), para a faixa de ωb entre −2, 209 e 4, 423
rad/s .
Da simulação feita, foi possível determinar faixas de trabalho
segundo o comportamento apresentado pelos atuadores devido à varia-
ção de torque. Supondo uma velocidade angular ωa = 0, 738 rad/s,
determina-se valores máximos e mínimos para as velocidades angulares
ωb e ωc, como apresentado na Tabela 23.
ωbS = 4, 428−
0, 738 + ωc
0, 1
· 0, 45 (5.41)
Estes valores são determinados segundo o comportamento apre-
sentado pelos motores, pois durante as simulações, obteve-se que fora
da faixa dos valores apresentados na Tabela 23 e para torques de carga
Tb negativos, os motores apresentam perturbações que alteram a esta-
bilidade do sistema.
Tabela 23: Faixas de Trabalho para ωa = 0, 738 rad/s
Tb ωbmax ωbmin ωcmax ωcmin
0,5 4,430 -2,216 0,7384 -0,7384
1 4,433 -2,214 0,7379 -0,739
2 4,435 -2,211 0,7373 -0,7395
3 4,435 -2,208 0,7367 -0,74
5 4,442 -2,203 0,7356 -0,741
10 4,451 -2,194 0,7335 -0,743
20 4,473 -2,172 0,7286 -0,748
30 4,496 -2,147 0,723 -0,753
50 4,527 1,242 -0,03 -0,76
100 4,649 1,242 -0,03 -0,787
Representando graﬁcamente os dados da Tabela 23, observa-se
que não será possível trabalhar velocidades angulares ωc maiores à ve-
locidade angular máxima do maior torque Tb, e velocidades angulares
ωc mínimas à velocidade angular mínima do menor torque Tb, como
apresentado na Figura 55.
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Figura 55: Faixas de Trabalho de ωb e ωc para ωa = 0, 738 .
Por exemplo, para torques de carga Tb variáveis entre 0 e 30 N ·
m, pode-se trabalhar numa faixa de velocidades angulares na carga ωb
entre 0, 723 e 0, 7384 rad/s.
Para o caso de variáveis de entrada ωb e Tb, sendo o sistema con-
trolado por torque e velocidade angular, observa-se que é possível gerar
um controle de forma independente para torque e velocidade angular
controlando um dos motores por torque e o outro motor por velocidade
angular, pois o sistema não ﬁca dependente da carga aplicada na saída
do mecanismo (Junta b).
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6 CONCLUSÕES
Neste trabalho foi proposta uma metodologia baseada no Mé-
todo de Davies, que permite conhecer o comportamento cinetoestático
de uma cadeia cinemática segundo sua conﬁguração, características e
elementos de atuação utilizados. Esta metodologia permitiu identiﬁ-
car alguns mecanismos que apresentando dois graus de liberdade na
cinemática (mobilidade) FN = 2 e um grau de liberdade na estática
SN = 2, conseguissem a independência com sucesso o torque e a veloci-
dade angular proporcionadas pelo mecanismo em regime permanente.
Entre os mecanismos identiﬁcados, foram encontrados o meca-
nismo de cinco barras (5R), o planetário modiﬁcado (PM) sendo uma
variante do planetário convencional (Tsai 2001) e o Ravigneaux, mas
para realizar as validações somente foram utilizados o mecanismo 5R e
o mecanismo PM.
Do estudo realizado para o mecanismo 5R se pode concluir que:
• Sendo um mecanismo simples, de fácil construção e de baixo
custo, não apresenta boas características de implementação para
o caso de estudo, no qual a prioridade é a transmissão de força e
velocidade, não a geração de trajetória.
• O fato do mecanismo ter elementos ﬂutuantes faz com que se
apresentem variações no comportamento cinetoestático, exigindo
maior desempenho computacional, pois é preciso o cálculo em
tempo real dos valores de entrada necessários para atingir os re-
querimentos de funcionamento.
• As diferenças obtidas nos resultados do caso com motores com
relação ao caso sem motores do mecanismo 5R, são consequên-
cia da variação no modelo cinetoestático do mecanismo, além da
dinâmica dos motores.
Do estudo realizado para o mecanismo PM se pode concluir que:
• Sendo um mecanismo um pouco mais complexo do que o meca-
nismo de 5R, apresenta características ótimas para implementar
no caso de estudo, pois o fato de manter o comportamento cine-
toestático invariável no tempo, permite conhecer os valores para
as variáveis dos torques e velocidades angulares, segundo as vari-
áveis da carga necessárias em cada instante de tempo, sem maior
requerimento computacional.
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• Foi possível efetuar para o sistema em regime permanente o con-
trole de torque e velocidade angular de forma independente, con-
ﬁgurando o sistema de forma a controlar por torque um dos mo-
tores e por velocidade angular o outro motor, estabelecendo uma
relação de comportamento por meio do equacionamento matemá-
tico obtido da metodologia.
Em geral se pode concluir que devido à mudança de posição das
juntas de um mecanismo, o sistema cinetoestático do mesmo também
muda, portanto as relações entre as variáveis dos motores e as variáveis
da carga, é possível para o caso do PM ou mecanismos para os quais
as juntas não mudem de posição, otimizar suas dimensões procurando
velocidades angulares ou torques maiores aos obtidos numa condição
inicial qualquer.
Também é possível obter velocidades angulares ou torques mai-
ores procurando motores com características diferentes, pois variáveis
como Kb e Km fazem mudar o sistema cinetoestático do mecanismo.
Em mecanismos como o PM ou mecanismos para os quais as
juntas não mudem de posição, é possível estabelecer uma relação direta
entre os valores calculados teoricamente e os esperados na simulação,
lembrando que esta simulação só considera a dinâmica dos motores,
mas não a dinâmica do mecanismo.
O comportamento apresentado pelos motores ou seja, o tempo
de resposta e faixas de trabalho sem perturbação, vai depender não
somente das características do motores, mas também do controlador
PID implementado.
As faixas de trabalho devem ser determinadas na simulação se-
gundo o comportamento dinâmico dos motores, pois não é possível por
meio da teoria, por não considerar a dinâmica dos motores. Estas faixas
serão dependentes também da geometria do mecanismo.
6.1 CONTRIBUIÇÕES DO TRABALHO
A principal contribuição do presente trabalho foi demostrar a
possibilidade de obter na carga de um mecanismo cinetoestático de
FN = 2 e SN = 1 o torque e a velocidade angular de forma indepen-
dente.
• Inclusão dos conceitos de Restrição CS , grau de liberdade da está-
tica SN , número de equações dependentes do sistema estático SD
e número de equações dependentes do sistema cinemático KD,
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devido à consideração das ações ativas no desenvolvimento da
metodologia.
• O desenvolvimento de uma metodologia baseada no Método de
Davies, permitindo estudar o comportamento cinetoestático para
sistemas de cadeia fechada.
• O relacionamento entre graus de liberdade dos sistemas estatico
(SN ) e cinematico (FN ) com o número de cargas (σ) e o número
de atuadores (AR) respectivamente.
• O controle de torque e velocidade angular de forma independente
para sistemas conﬁgurados com mínimos dois motores, sendo um
deles controlado por torque e o outro controlado por velocidade
angular para regime permanente.
6.2 PERSPECTIVAS FUTURAS
Partindo do desenvolvimento deste trabalho, expõe-se uma série
de possíveis trabalhos futuros a serem desenvolvidos como mostrados a
seguir.
• Estender a metodologia na otimização da capacidade de força de
robôs mais complexos como manipuladores paralelos espaciais e
humanóides;
• Inclusão da eﬁciência dos mecanismo (Laus 2011) à metodologia
desenvolvida e estudo do comportamento dos mecanismos.
• Implementação da dinâmica dos motores e estudo de comporta-
mento para outro tipo de controladores;
• Estudo de comportamento do efetuador ﬁnal de um robô manipu-
lador serial, substituindo os motores das juntas por mecanismos
PM;
• Desenvolver uma metodologia que permita implementando o me-
canismo PM, determinar os valores de velocidade angular e torque
necessarios para cada motor, segundo as trajetórias de força e po-





Ball 1876 BALL, R. Theory of Screws. [S.l.]: HODGES, FOSTER,
AND CO., GRAFTON-STREET., 1876.
Barasuol 2008 BARASUOL, V. Controle de Força Indireto para
Manipuladores com Transmissões Flexíveis Empregados em Tarefas de
Esmerilhamento. [S.l.]: Dissertação de Mestrado. Universidade Federal
de Santa Catarina, 2008.
Cazangi 2008 CAZANGI, H. R. Tese de Douturado. Aplicação do
Método de Davies para Análise Cinemática e Estática de Mecanismos
com Múltiplos Graus de Liberdade. [S.l.]: Tese de Doutorado.
Universidade Federal de Santa Catarina, 2008.
Cervera 2002 CERVERA, M. R. Mecánica de Estructuras Libro 2:
Método de Análisis. 2a edição. ed. [S.l.]: Edicions UPC, 2002.
Cruz 2010 CRUZ, F. B. Modelagem, Controle e Emprego de Robôs
em Processos de Usinagem. [S.l.]: Tese de Doutorado. Universidade
Federal de Santa Catarina, 2010.
Davies 1981 DAVIES, T. Kirchhoﬀ s circulation law applied to
multi-loop kinematic chains. Mechanism and Machine Theory, v. 16,
p. 171183, 1981.
Davies 1995 DAVIES, T. Circuit actions attributable to active
couplings. Mechanism and Machine Theory, v. 30, n. 7, p. 10011012,
1995.
Davies 1995 DAVIES, T. Couplings, coupling network and their
graphs. Mechanism and Machine Theory, v. 30, n. 7, p. 9911000,
1995.
Davies 2005 DAVIES, T. Freedom and constraint in coupling
networks. Loughborough's Institutional Repository, p. 9891010, 2005.
Kuo 1996 KUO, B. C. Sistemas de Control Automatico. 7a edição.
ed. [S.l.]: Prentice Hall, 1996.
Laus 2011 LAUS, L. Determinação da Eﬁciência de Máquinas
com Base em Teoria de Helicoides e Grafos: Aplicação em Trens
de Engrenagens e Robôs Paralelos. [S.l.]: Tese de Doutorado.
Universidade Federal de Santa Catarina, 2011.
134
Laus No prelo LAUS, L. P. Eﬃciency of gear trains determined using
graph and screw theories. Mechanism and Machine Theory, No prelo.
Martins 2002 MARTINS, D. Análise Cinemática Hierárquica de
Robôs Manipuladores. [S.l.]: Tese de Doutorado. Universidade Federal
de Santa Catarina, 2002.
Martins e Guenther 2003 MARTINS, D.; GUENTHER, R.
Hierarchical kinematic analysis of robots. Mechanism and machine
theory, Elsevier, v. 38, n. 6, p. 497518, 2003.
Merlet 2006 MERLET, J. P. Solid Mechanics and Its Applications:
Parallel Robots. 2da. ed. [S.l.]: Springer, 2006.
Ogata 1998 OGATA, K. Ingenieria de Control Moderno. 3ra. ed.
[S.l.]: Prentice Hall Inc., 1998.
Polli 2005 POLLI, M. L. Análise da Estabilidade Dinâmica do
Processo de Fresamento a Altas Velocidades de Corte. [S.l.]:
Dissertação de Mestrado. Universidade Federal de Santa Catarina,
2005.
Sciavicco e Siciliano 1996 SCIAVICCO, L.; SICILIANO, B. Modeling
and Control of Robot Manipulators. [S.l.]: McGraw - Hill, 1996.
Shai O. e Preiss 1999 SHAI O. E PREISS, K. Graph theory
representations of engineering systems and their embedded knowledge.
Artiﬁcial Intelligence in Engineering, v. 13, p. 273285, 1999.
Simas 2008 SIMAS, H. Planejamento de Trajetórias e Evitamento
de Colisão em Tarefas de Manipuladores Redundantes Operando
em Ambientes Conﬁnados. [S.l.]: Tese de Doutorado. Universidade
Federal de Santa Catarina, 2008.
Spong 2004 SPONG, M. W. Robot Dynamics and Control. 2a ediçao
digital. ed. [S.l.]: John Wiley & Sons, Inc., 2004.
Stemmer 2005 STEMMER, C. E. Ferramentas de Corte I. 6a edição.
ed. [S.l.]: Editora da UFSC, 2005.
Tsai 2001 TSAI, L. W. Mechanism Design: Enumeration of
Kinematic Structures According to Function. [S.l.]: CRC Press, 2001.
ANEXO A -- FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA
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Para compreender de forma apropriada alguns conceitos básicos
sobre o estabelecimento, desenvolvimento e resultados do Método de
Davies, faz-se necessário entender o exposto nesta seção, sendo a reci-
procidade, acoplamentos ativos e passivos, espaço de trabalho e grau de
liberdade redundante ou passivo alguns dos conceitos mais importantes
para a compreensão deste trabalho.
A.1 RECIPROCIDADE
Para explicar o conceito da reciprocidade, tem-se o Teorema da
Reciprocidade dos Movimentos ou também conhecido como teorema
de Maxwell, o qual estabelece que: Numa estrutura de comportamento
linear (ou corpo rígido), o movimento de um ponto A, numa certa
direção ~a devido à aplicação de uma força de valor F de direção ~b num
ponto B, é igual ao movimento do ponto B, na direção ~b, quando se
aplica num ponto A uma força de valor F na direção ~a (Cervera 2002).
 ~ω· · · · · · · · · · · ·
~v
T ·
 ~Mo· · · · · · · · ·
~F
 = ~ω · ~Mo+ ~v · ~F = 0 (A.1)
Mas aplicando este conceito à Teoria de Helicoides, diz-se que
dois helicoides são recíprocos, se tendo um corpo disposto para girar
livremente ao redor de um helicoide $a, mantém-se em equilíbrio, en-
quanto atua uma força sobre o helicoide $b, e do mesmo jeito, um corpo
disposto para girar livremente ao redor de um helicoide $b, mantém-se
em equilíbrio, enquanto atua uma força sobre o helicoide $a (Ball 1876).
Em termos mais simples, pode-se dizer que dois helicoides são
recíprocos se um deles representa um heligiro e o outro representa uma
heliforça, mas a heliforça não executa trabalho sobre o heligiro, cum-
prindo com a expressão da Equação (A.1).
Para compreender este conceito mais claramente, apresenta-se
um exemplo, de forma a determinar uma heliforça reciproca ao heligiro
apresentado na Figura (56).
Sejam dois corpos 1 e 2, unidos mediante uma dobradeira a qual
é o heligiro $12. O corpo 1 é o corpo ﬁxo e o corpo 2 vai-se movimentar
com relação ao corpo 1 . Na posição apresentada na Figura (56), onde o
corpo 2 encontra-se a 90◦ no sentido anti-horário do corpo 1, as únicas
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Figura 56: Corpos ligados com dobradeira.
forças que exercem algum tipo de interação com o corpo 2 são forças
na direção x, y e z com coordenadas de (0, 0, 0) até (x2, y2, 0).
Para determinar as forças que não exercem trabalho no corpo 2,
é empregada a Teoria de Helicoides. Tendo o heligiro $12, o qual é re-










pois o heligiro pode ser situado em qualquer ponto do eixo x; e por ser
a dobradeira uma junta rotacional, o passo deste helicoide é h = 0
(Equação (A.7)).
$12 = ω12 ·

~S
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·















Uma heliforça $a qualquer na forma da Equação (A.6), é repre-
sentada pela Equação (A.3), onde o vetor ~Mo =
[
y · Fz − z · Fy −x · Fz
+z · Fx x · Fy − y · Fx
]T





Levando em conta a forma do heligiro da Equação (A.2) e devido
a que sua componente ω12 pode ser diferente de 0, tem-se que para
cumprir com a condição apresentada na Equação (A.1), a primeira
componente Mx do vetor ~Mo da heliforça apresentada na Equação
























y · Fz − z · Fy
−x · Fz + z · Fx
x · Fy − y · Fx






Na Equação (A.4), é possível observar que sendo sempre z = 0
para que qualquer força aplicada interaja com o corpo 2, têm-se duas
opções: que y tenha qualquer valor enquanto Fz = 0; ou y = 0 para





















= ω12 ·Mx = ω12 · (y ·Fz− z ·Fy) = 0
(A.4)
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Então se pode concluir que as únicas forças que não apresenta-
riam trabalho no corpo 2, seriam as forças na direção de x ou Fx, em
qualquer ponto do corpo; as forças na direção de y ou Fy, em qualquer
ponto do corpo, e as forças na direção de z ou Fz, para as coordenadas
de (0, 0, 0) até (x2, 0, 0), caso contrario, o corpo se movimentará. Estas
forças que não exerceriam trabalho sobre o corpo 2, são as chamadas
heliforças reciprocas.
A.2 GRAU DE LIBERDADE REDUNDANTE OU PASSIVO
O grau de liberdade redundante é aquele que não gera nenhum
efeito na transferência de movimento desde o corpo de entrada até o
corpo de saída do mecanismo. Por exemplo, um corpo com duas juntas
esféricas gera um grau de liberdade redundante como apresentado na
Figura (57). Segundo (Tsai 2001), este grau de liberdade redundante é
chamado de grau de liberdade passivo, pois esta conﬁguração permite
que o corpo ﬁque movimentando-se sobre o eixo de rotação gerado pelas
duas juntas, sem a capacidade de transferir torque ao longo do eixo.
Figura 57: Corpo com duas juntas esféricas.
Fonte: (Tsai 2001, Seção 4.3)
A.3 ESPAÇO DE TRABALHO
O espaço de trabalho é o grau de liberdade que pode atingir
um mecanismo segundo a função para a qual é pretendido (Tsai 2001).
Também chamado de espaço de operação ou espaço operacional, seu
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grau de liberdade representado por λ, dependente das características
do mecanismo. No caso dos mecanismos planares, o espaço de trabalho
é λ = 3; no caso dos mecanismos espaciais, o espaço de trabalho é
λ = 6; e no caso dos mecanismos de engrenagens, o espaço de trabalho
é λ = 2.
A.4 ACOPLAMENTOS ATIVOS E PASSIVOS
Tendo uma rede de acoplamentos, formada por corpos e acopla-
mentos, apresentam-se dois tipos de acoplamentos. O primeiro tipo de
acoplamento é o Acoplamento Passivo, o qual não gera nenhum tipo
de transmissão de potência. O segundo tipo de acoplamento é o Aco-
plamento Ativo, o qual, no caso das reações AR, transmite potência de
um atuador ARi para a rede de acoplamentos, e no caso das cargas σ,
retira-se potência da rede de acoplamentos para a carga σi.
A.5 TEORIA DOS HELICOIDES
A Teoria de Helicoides é uma ferramenta muito utilizada na aná-
lise estática e cinemática de mecanismos, a qual está baseada em dois
teoremas:
•O primeiro deles é o Teorema de Poinsot, o qual estabelece que
qualquer sistema de forças que agem sobre um corpo rígido, pode
ser substituído por uma única força e momento na mesma direção
da força (Ball 1876).
•O segundo deles é o Teorema de Mozzi - Chasles, o qual estabelece
que o movimento de um corpo rígido no espaço pode ser represen-
tado por uma rotação sobre um eixo seguido de uma translação ao
longo do mesmo eixo (Simas 2008). Este movimento combinado
de translação e rotação, pode ser representado por um helicoide.
Um helicoide, representado pelo símbolo $, é deﬁnido como uma
linha reta (eixo) no espaço, com uma magnitude linear associada, cha-
mada de passo h (Ball 1876).
Os helicoides são expressos usualmente em coordenadas de Plü-
cker como pode ser visto na Equação (A.5), sendo ~S o vetor direção
do eixo do helicoide, ~So o vetor posição do eixo do helicoide relativo
à origem do sistema de coordenadas, e L, M, N , P, Q e R são as
coordenadas de Plücker.
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Estas coordenadas podem ser vistas como um par de vetores de
três dimensões normais entre eles, que representam as coordenadas dos
movimentos (sistemas cinemático) e as coordenadas das ações (sistemas
estático) de uma cadeia cinemática. Na notação dos helicoides, as com-
ponentes são separadas por marcadores (tracejado na forma matricial)






· · · · · · · · · · · · · · ·
P∗ = P + h · L
Q∗ = Q+ h · M
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Dependente da disposição das coordenadas de Plücker, obtém-se
dois tipos de helicoides que são chamados de recíprocos (Seção A.1).
Os Helicoides Axiais ou Heligiros $M , os quais são emprega-
dos na análise cinemática do mecanismo e têm a conﬁguração disposta
na Equação (A.5), onde L,M, N , representam o vetor de Velocidades
Angulares, e P∗, Q∗, R∗ representam o vetor de Velocidades Lineares.
Os Helicoides Radias ou Heliforças $A, os quais são empre-
gados na análise estática da cadeia e têm a conﬁguração disposta na
Equação (A.6), onde L, M, N , representam o vetor de Forças, e P∗,
Q∗, R∗ representam o vetor de Momentos.
$A =

P∗ = P + h · L
Q∗ = Q+ h · M
R∗ = R+ h · N







~So× ~S + h~S












Para determinar o passo h apropriado para cada heligiro, deve-se
levar em conta as condições da Equação (A.7), onde o valor do passo h
do heligiro vai depender do tipo de movimento que representa.
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h = 0 se e´ umaac¸a˜o rotacional oumomentos,
h = x se e´ umaac¸a˜o helicoidal oumomento produto de uma forc¸a,
h = ∞ se e´ umaac¸a˜o linear ou forc¸as.
(A.7)
Pode representar:
•um movimento rotativo, como se apresenta no caso de juntas
rotativas,
•um movimento de helicoide, como se apresenta no caso dos para-
fusos,
•um movimento de translação, como se apresenta no caso de juntas
prismáticas.
A.6 LEIS DE KIRCHHOFF
Kirchhoﬀ enuncia duas leis relacionadas aos circuitos elétricos.
A primeira delas é a Lei dos Nós, a qual estabelece que a soma algébrica
das correntes que se encontram em um mesmo nó, é nula. A segunda
é a Lei das Malhas, a qual diz que a soma algébrica das diferenças de
potencial ao longo de um percurso fechado é zero (Davies 1981).
Os sistemas hidráulicos, pneumáticos, mecânicos, etc., podem
ser representados mediante analogias com os sistemas elétricos. Esta
abordagem pode ser extendida aos mecanismos, pois (Davies 1981) es-
tabelece uma analogia entre um mecanismo e um circuito elétrico, in-
dicando a similaridade que tem a força com a corrente, e a velocidade
angular com a diferença de potencial.
O Método de Davies propõe aplicar a Lei das Malhas e a Lei dos
Nós aos mecanismos, de forma a obterem-se as analogias respectivas: à
Lei dos Circuitos e à Lei dos Cortes. (Davies 1981) estabelece que
a Lei dos circuitos se baseia em que a soma algébrica dos heligiros ao
longo de um percurso fechado, é zero; e a Lei dos Cortes se baseia em
que a soma algébrica das heliforças que pertencem a um mesmo corte,
é zero.
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A.7 TEORIA DE GRAFOS
A Teoria de Grafos é uma ferramenta essencial para a ánalise
estrutural e a síntese estrutural de mecanismos. Freudenstein foi o
primeiro em propor o uso da Teoria de Grafos para determinar o número
de graus de liberdade de uma estrutura, pois a enumeração de todas as
estruturas possíveis com um determinado número de graus de liberdade
pode ser realizada considerando que aquela é apenas um conjunto ﬁnito
de possíveis pares cinemáticos e, portanto um conjunto muito grande,
mas ﬁnito de possíveis combinações estruturais (Merlet 2006).
Freudenstein concebeu um esquema gráﬁco (grafo) em que os
vértices correspondem aos elos do mecanismo, e as arestas corresponde
às articulações. Inicialmente esta descrição gráﬁca foi utilizada como
uma simples representação gráﬁca de um mecanismo, mas estudos pos-
teriores mostraram que a Teoria de Grafos era uma ferramenta po-
derosa para manipular estes gráﬁcos, em especial, com computadores
(Merlet 2006).
Por outro lado, os teoremas e algoritmos da Teoria de Grafos per-
mitem também representar propriedades de comportamento do sistema,
tais como deformações e forças, ou velocidades e movimentos, como as
propriedades dos vértices ou arestas do grafo (Shai O. e Preiss 1999).
O Método de Davies propõe representar uma cadeia ou mecanismo me-
diante grafos para a identiﬁcação das ações e dos movimentos da análise
estática e cinemática respectivamente.




O Método de Davies é uma metodologia baseada nas Leis de
Kirchhoﬀ, na Teoria de Helicoides e na Teoria de Grafos, que permite
determinar o comportamento estático e cinemático de uma cadeia ci-
nemática fechada, sem considerar os efeitos dinâmicos dados pela força
gravitacional, acelerações, inércias, entre outros.
O Método de Davies relaciona as forças, os torques, as veloci-
dades angulares e as velocidades lineares de todas as juntas de uma
cadeia cinemática, por meio da implementação das etapas apresenta-
das na frente.
No Anexo C, apresenta-se um exemplo de implementação do
Método de Davies a um mecanismo de quatro barras em conﬁguração
RSSR, ou seja, com duas juntas rotativas e duas juntas esféricas, onde
o atuador e a carga são aplicados nas juntas rotativas.
B.1 CARACTERÍSTICAS TOPOLÓGICAS
ETAPA 1.a:
Partindo de um modelo físico do mecanismo, gera-se uma re-
presentação esquemática, que é uma versão simpliﬁcada do modelo
físico, contendo as informações de topologia e geometria, além do sis-
tema de referência inercial Oxyz, que pode ser disposto de forma arbi-
trária, mas visando sempre reduzir a complexidade do problema.
Também se identiﬁca: quais elementos encontram-se unidos por
determinadas juntas; o tipo de junta, sendo rotativa, esférica, prismá-
tica, cilíndrica, etc; e as juntas a serem atuadas.
ETAPA 1.b:
Depois de ter a representação esquemática, forma-se a rede de
acoplamentos do mecanismo, que é a representação topológica do me-
canismo, sendo presentado como um polígono onde seus vértices são os
acoplamentos ou juntas do mecanismo e as arestas são os corpos ou
elos do mecanismo.
ETAPA 1.c:
A partir da rede de acoplamentos e aplicando a Teoria de Grafos,
obtém-se o Grafo de Acoplamentos GC, onde cada elo é represen-
tado por um vértice e cada junta é representada por uma aresta.
É preciso atribuir um sentido de orientação às arestas, de modo
que sempre se direcionem dos vértices menores para os maiores. Isto
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permite deﬁnir este grafo de acoplamentos como um di-grafo. Caso
contrário, em que não se direcionaram as arestas, o grafo será denomi-
nado de não direcionado.
Os vértices devem ser numerados de menor a maior, as arestas
devem ser representadas por letras, e ambos devem ser dispostos no
sentido de orientação atribuída as mesmas.
ETAPA 1.d:
Este Grafo de Acoplamentos com n vértices e j arestas, deve
ser representado matematicamente através de uma matriz denominada
Matriz de Incidência [Id]n×j , onde as linhas representaram os vér-
tices n e as colunas as arestas j do Grafo de Acoplamentos. Para
formação desta matriz, é preciso atender aos parâmetros estabelecidos
na Equação B.1.
Idi,j = 1 se ni e´ o ve´rtice de partida da aresta jj ,
Idi,j = −1 se ni e´ o ve´rtice de chegada da aresta jj ,
Idi,j = 0 se o ve´rtice ni na˜o apresenta adjaceˆncia comaaresta jj .
(B.1)
ETAPA 1.e:
A partir do escalonamento da Matriz de Incidência [Id]n×j (Equa-
ção (B.1)) e o cancelamento das linhas nulas resultantes, obtém-se a
Matriz Incidência-Cortes Escalonada [IQesc]κ×j .
De aqui para frente, o desenvolvimento do método se faz de forma
particular, pois a análise estática e a análise cinemática apresentam
certas particularidades que devem ser ressaltadas.
B.2 IDENTIFICAÇÃO PARÂMETROS DA ESTÁTICA
Para a análise estática, é preciso determinar as características
do mecanismo, envolvendo:
•o número de corpos ou elos n,
•o número de pares cinemáticos ou juntas j,
•o espaço de trabalho λ,
•o número de ações por acoplamentos ativos Ca, e
•as ações passivas Cp ou restrições para cada uma das juntas.
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O espaço de trabalho vai depender do ambiente de operação do
mecanismo, como apresentado na seção A.3. O número de ações por
acoplamentos ativos (seção A.4), obtém-se ao internalizar as ações ex-
ternas geradas pelas cargas σ e reações AR aplicadas nos acoplamentos
ativos, transformando-as em ações internas ou restrições do me-
canismo e gerando um mecanismo Super Restringido. E as ações
passivas, são ações internas do mecanismo e dependerão do espaço de
trabalho e do grau de liberdade f de cada junta, como se apresenta na
Equação (B.2).
ETAPA 2.a:
Para determinar estes acoplamentos ativos e passivos, constrói-se
a Representação das Ações nos Acoplamentos do Mecanismo,
onde se identiﬁcam as cargas σ e reações AR aplicadas a cada uma das
juntas, e as restrições de força e de momentos inerentes à conﬁguração
do mecanismo.
Cp = λ− f (B.2)
ETAPA 2.b:
Tendo as informações dos acoplamentos do mecanismo:
•Calcula-se o Grau de Restrição CS , que resulta da somatória
das ações passivas (Grau de Restrição bruto C) do mecanismo









•Calcula-se o número de Cortes-f κ, que serão aqueles que remo-
vendo um único ramo do grafo e um número qualquer de cordas,
separa o grafo em dois subgrafos independentes. O número de
Cortes-f, obtém-se da Equação (B.5).
κ = n− 1 (B.5)
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B.3 OBTENÇÃO MATRIZES DA ESTÁTICA
ETAPA 3.a:
Substituindo na Matriz Incidência-Cortes Escalonada [IQesc]κ×j
a coluna de cada junta ji pelas colunas das ações internas Cpi + Cai ,
obtém-se a Matriz de Cortes-f [Q]κ×CS :
[Id]n×j =⇒ [Q]κ×R =

Q1,1 Q1,2 · · · Q1,R
Q2,1 Q2,2 · · · Q2,R
...
... · · · ...
Qκ,1 Qκ,2 · · · Qκ,R
 (B.6)
Esta matriz expressa a relação existente entre cada um dos Cortes-
f κ (linhas da matriz) presentes no Grafo de Acoplamentos, e as restri-
ções CS do sistema (colunas da matriz) do mecanismo.
Para determinar quais das colunas da Matriz de Cortes-f repre-
sentam as cordas do grafo, deve-se identiﬁcar aquelas que não repre-
sentam vetores unitários.
ETAPA 3.b:
Deve-se construir a Matriz das Ações [Ad]λ×CS , composta
pelas heliforças de cada uma das ações internalizadas ou restrições CS
do sistema como apresentado na Equação (A.6).
Para a conformação das heliforças das restrições de força, tem-se
que determinar três fatores importantes:
•O passo h do helicoide, que representa o tipo de heliforça de cada
uma das restrições de força, e portanto precisa-se determinar o
tipo de ação (linear, helicoidal ou rotacional) e escolher o passo
segundo a Equação (A.7);
•O vetor direção ~S, que depende da direção em que as restrições
atuam sobre a junta como apresentado na Equação (B.7);
•O vetor posição ~So, que tendo a conﬁguração: [x, y, z]T depen-
dera da posição em que se encontra localizada a junta em questão
(onde se apresenta a restrições de força) no momento da análise.
Para a formação das heliforças dos momentos ou torques, faz-se






 , ~Sy =
 01
0




Tendo as heliforças deﬁnidas para cada uma das restrições CS
do sistema, conforma-se a Matriz das Ações [Ad]λ×CS , onde cada uma
das heliforças é disposta na ordem em que foram dispostas na Matriz
de Cortes [Q]κ×CS (Equação B.6), e eliminam-se todas as linhas nulas
apresentadas, com o objetivo de atingir a condição das dimensões λ×CS










Para expressar de forma mais adequada o sistema de equações
matricial, isolam-se as magnitudes da Matriz das Ações [Ad]λ×CS (Equa-


















mesmas dimensões da Matriz das Ações [Ad]λ×CS , porém, conterá as









b · · · $ˆAR
]
(B.9)


















Para atingir a Lei dos Cortes (Seção A.6) estabelecida por Da-
vies, tem-se que construir uma matriz que relacione as heliforças de
todo o mecanismo (Equação (B.12)) com cada um dos Cortes-f κ feitos












é possível através da distribuição das heliforças normalizadas perten-






pela matriz resultante da diagonalização de cada linha
da Matriz de Cortes-f [Q]κ×CS (Equação (B.6)). Esta operação ma-





































































 = [~0]λ·κ×1 (B.12)
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ETAPA 3.e:











, é possível determinar o número de variá-
veis independentes ou grau de liberdade SN do sistema estático.
Para isto é necessário determinar alguns fatores importantes,
sendo:






, que representam as equações depen-
dentes SD do sistema,






ou posto da matriz a, que repre-
sentam as equações independentes do sistema,
•As colunas que não pertencem a matriz identidade resultante do
escalonamento, que representam as variáveis independentes do
sistema.




, por ser o número de equações linearmente inde-
pendentes do sistema estático, pode ser obtido da Equação (B.13),






número de equações dependentes do sistema estático.
a = λ · κ− SD (B.13)
.
ETAPA 3.f:
O grau de liberdade SN do sistema estático, obtém-se a partir
do número de equações independentes do sistema ou posto a da Ma-












, é dizer, o número de restrições CS do
sistema, como apresentado na Equação (B.14).
SN = R− a (B.14)
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B.4 IDENTIFICAÇÃO PARÂMETROS DA CINEMÁTICA
Para a análise cinemática, é preciso determinar as características
do mecanismo, envolvendo:
•o número de corpos ou elos n,
•o número de pares cinemáticos ou juntas j,
•o espaço de trabalho λ, e
•o grau de liberdade por cada junta f .
O espaço de trabalho vai depender do ambiente de operação do
mecanismo, como foi apresentado na Seção A.3. O grau de liberdade f
de cada junta vai depender do tipo de junta que apresente o mecanismo.
ETAPA 4.a:
Para determinar o grau de liberdade f para cada junta, constrói-
se a Representação dos Movimentos nos Acoplamentos do Me-
canismo, onde se identiﬁca os movimentos inerentes à conﬁguração do
mecanismo.
ETAPA 4.b:
Tendo as informações acima:
•Calcula-se o Grau de Liberdade Bruto F , que resulta da so-
matória dos graus de liberdade de cada uma das juntas do meca-





•Calcula-se o número de Circuitos-f ν, que serão aqueles que
conformem uma malha fechada com um número qualquer de ra-
mos e uma única corda. O número de Circuitos-f, obtém-se da
Equação (B.16).
ν = j − n+ 1 (B.16)
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B.5 OBTENÇÃO MATRIZES DA CINEMÁTICA
ETAPA 5.a:
Transpondo a Matriz Incidência-Cortes Escalonada [IQesc]κ×j ,
invertendo o signo, eliminando a Matriz Identidade [I]κ resultante, adi-
cionando outra Matriz Identidade [I]ν , substituindo a coluna de cada
junta ji por um número de colunas igual ao número dos graus de liber-
dade (fi) da mesma junta, é possível obter a Matriz de Circuitos-f
[B]ν×F (Equação (B.17)).
Esta matriz expressa de forma matemática à relação existente
entre cada um dos Circuitos-f ν (linhas da matriz) presentes no Grafo
de Acoplamentos, e a somatória dos graus de liberdade das juntas ou
Grau de Liberdade Bruto F (colunas da matriz) do mecanismo.
ETAPA 5.b:
Deve-se construir a Matriz dos Movimentos [Md]λ×F , com-
posta pelos heligiros de cada um dos graus de liberdade f das juntas






U1,j U2,j · · · Uκ,j
U1,(j−1) U2,(j−1) · · · Uκ,(j−1)
...
... · · · ...
U1,(κ+1) U2,(κ+1) · · · Uκ,(κ+1)





U1,j U2,j · · · Uκ,j
U1,(j−1) U2,(j−1) · · · Uκ,(j−1)
...
... · · · ...








Para a conformação dos heligiros das velocidades angulares ou
das liberdades angulares, tem-se que determinar três fatores importan-
tes, sendo:
•O passo h do helicoide, que representar o tipo de heligiro de cada
uma das velocidades angulares ou liberdades angulares, pelo qual
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se precisa determinar o tipo de ação (linear ou rotacional) e es-
colher o passo segundo a Equação (A.7);
•O vetor direção ~S, que depende da direção em que as liberdades
resultam do movimento da junta como apresentado na Equação
(B.7);
•O vetor posição ~So, que tendo a conﬁguração: [x, y, z]T , depen-
dera da posição em que se encontra localizada a junta em questão
(onde se apresenta o grau de liberdade angular) no momento da
análise.
Para a formação dos heligiros das velocidades lineares ou liberda-
des lineares só precisa-se do vetor ~v, que será o mesmo vetor de direções
apresentado na Equação (B.7).
Tendo os heligiros deﬁnidos para cada um dos graus de liberdade
f das juntas do mecanismo, conforma-se a Matriz dos Movimentos
[Md]λ×F , onde cada um dos heligiros são disposto em ordem ascen-
dente segundo a denominação alfabética empregada para as juntas, e
eliminam-se todas as linhas nulas apresentadas, com o objetivo de atin-
gir a condição das dimensões λ×F da Matriz dos Movimentos [Md]λ×F ,









Para expressar de forma mais adequada o sistema de equações
matricial, isolam-se as magnitudes da Matriz dos Movimentos [Md]λ×F

















as mesmas dimensões da Matriz dos Movimentos [Md]λ×F , porém, con-
terá os heligiros unitários de cada um dos graus de liberdade, como



















magnitudes de cada um dos graus de liberdade do sistema, como apre-











Para atingir a Lei dos Circuitos (Seção A.6) estabelecida por Da-
vies, tem-se que construir uma matriz que relacione os heligiros de todo
o mecanismo (Equação (B.22)) com cada um dos Circuitos-f ν presen-


























· diag ([Bν ]1×F )
 (B.21)




é possível através da distribuição dos heligiros normaliza-
dos pertencentes a cada circuito, o qual se obtém da multiplicação da





pela matriz resultante da
diagonalização de cada linha da Matriz de Circuitos-f [B]ν×F (Equação
(B.17)). Esta operação matricial da origem a expressão da Matriz dos

















, obtém-se o sistema

























· diag ([Bν ]1×F )
 ·
[



















, é possível determinar o nú-
mero de variáveis independentes ou grau de liberdade FN do sistema
cinemático.
Para isto é necessário determinar alguns fatores importantes,
sendo:






, que representam as equações de-
pendentes KD do sistema,






ou posto da matriz m, que
representam as equações independentes do sistema,
•As colunas que não pertencem a matriz identidade resultante do
escalonamento que representam as variáveis independentes do sis-
tema.






, por ser o número de equações linearmente
independentes do sistema estático, pode ser obtido da Equação (B.23),






o número de equações dependentes do sistema cinemático.
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m = λ · ν −KD (B.23)
ETAPA 5.f:
O grau de liberdade FN do sistema cinemático, obtém-se a
partir do número de equações independentes do sistema ou posto m da





e o número total de variáveis do sistema, sendo a dimensão do Vetor





, ou seja, o número de graus
de liberdade F do sistema, como apresentado na Equação (B.24).
FN = F −m (B.24)
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Com o objetivo de acompanhar o desenvolvimento feito, supõe-
se um mecanismo de quatro barras, com duas juntas rotativas e duas
juntas esféricas, como apresentado na Figura 58, e com as característi-
cas da Tabela 24. Algumas destas características serão justiﬁcadas ao
longo desta seção.
Figura 58: Mecanismo de quatro barras em conﬁguração RSSR
.




Espaço de Trabalho λ 6
Cortes-f κ 3












Do modelo físico do mecanismo (Figura 58), obtém-se a repre-
sentação esquemática apresentada na Figura 59. Sendo as juntas a e d
rotativas, as juntas b e c esféricas, como apresentado na Tabela 25, e os
corpos 1, 2 e 3 moveis, o corpo 0 ﬁxo e o sistema inercial Oxyz deﬁnido
na junta a.
Figura 59: Representação esquemática do RSSR
ETAPA 1.b:
Determinados estes parâmetros, forma-se a rede de acoplamentos
como apresentado na Figura (60a). Quando se apresentam tipos dife-
rentes de juntas, é importante identiﬁcá-las mediante representações
diferentes, sendo para o caso do mecanismo RSSR (Figura (60a)), os
círculos pretos a representação das juntas esféricas e os círculos brancos
a representação das juntas rotativas.
Tabela 25: Identiﬁcação dos acoplamentos do mecanismo em conﬁguração
RSSR
Junta Elementos Tipo Função
a 0,1 Rotativa Reação (Atuador)
b 1,2 Esférica Transmissão
c 2,3 Esférica Transmissão
d 0,3 Rotativa Carga
ETAPA 1.c:
Constroi-se o grafo de acoplamentos Gc aplicando a Teoria de
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Grafos (Seção A.7) como apresentado na Figura (60b). Neste caso,
atribui-se a direção da aresta a sendo do corpo 0 e chegando ao corpo
1 e assim por diante.




Para formação da Matriz de Incidência [Id]n×j , precisa-se aten-
der aos parâmetros estabelecidos na Equação (B.1). Na Equação (C.1)
apresenta-se a Matriz de Incidência [Id]4×4 correspondente ao grafo de
acoplamentos do mecanismo de quatro barras em conﬁguração RSSR.
[Id]4×4 =

1 0 0 1
−1 1 0 0
0 −1 1 0





Do escalonamento da Matriz de Incidência (Equação (C.1)), e
cancelando todas as linhas nulas resultantes, obtem-se a Matriz Incidência-
Cortes Escalonada [IQesc]3×4, como apresentado na Equação (C.2).
[IQesc]3×4 =
 1 0 0 10 1 0 1




C.2 IDENTIFICAÇÃO PARÂMETROS DA ESTÁTICA
ETAPA 2.a:
Para determinar os acoplamentos ativos e passivos, constrói-se
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a Representação das Ações nos Acoplamentos do Mecanismo
como apresentado na Figura 61.
Figura 61: Representação das ações nos acoplamentos do RSSR
•Para a junta a, tem-se: Um toque de reação (torque entregue pelo
atuador AR1) Ta, as restrições de força Rax , Ray e Raz as quais
impedem o deslocamento entre os corpos 0 e 1 que são adjacentes
à junta, e as restrições de momentosMax eMay as quais impedem
que o corpo 0 gire sobre o eixo x e que o corpo 1 gire sobre o eixo
y respectivamente.
•Para a junta b tem-se: as restrições de força Rbx , Rby e Rbz as
quais impedem o deslocamento entre os corpos 1 e 2 que são adja-
centes à junta, porém não se apresentam restrições de momentos
nesta junta, pois sendo uma junta esférica possui liberdade de
giro nos três eixos: x, y e z.
•Para a junta c tem-se: as restrições de força Rcx , Rcy e Rcz as
quais impedem o deslocamento entre os corpos 2 e 3 que são adja-
centes à junta, porém não se apresentam restrições de momentos
nesta junta, pois sendo uma junta esférica possui liberdade de
giro nos três eixos: x, y e z.
•Para a junta d tem-se: Um toque de carga (torque gerado pela
carga σ1 a ser movimentada) Td, as restrições de força Rdx , Rdy
e Rdz as quais impedem o deslocamento entre os corpos 0 e 4 que
são adjacentes à junta, e as restrições de momentosMdx eMdy as
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quais impedem que o corpo 0 gire sobre o eixo x e que o corpo 4
gire sobre o eixo y respectivamente. Estes dados são apresentados
em resumo na Tabela 26.
Tabela 26: Identiﬁcação das ações estáticas no mecanismo em conﬁguração
RSSR
Junta Torques e Momentos Restrições
a Ta, Max e May Rax , Ray e Raz
b - Rbx , Rby e Rbz
c - Rcx , Rcy e Rcz
d Td, Mdx e Mdy Rdx , Rdy e Rdz
ETAPA 2.b:
Para a obtenção do Grau de Restrição do mecanismo e o nú-





Cat = 2, que é igual à somatória dos torques presentes no
mecanismo (Ta e Td);
•Cp1 = 5 que é igual ao número de restrições da junta a (Rax ,
Ray , Raz , Max e May ), e que pode ser comprovado mediante a
aplicação da Equação (B.2) sendo Cp1 = λ− f = 6− 1 = 5, com
f = 1 por ser uma junta rotativa (um grau de liberdade);
•Cp2 = 3 que é igual ao número de restrições da junta b (Rbx ,
Rby , Rbz ), e que pode ser comprovado mediante a aplicação da
Equação (B.2) sendo Cp2 = λ− f = 6− 3 = 3, com f = 3 por ser
uma junta esférica (três graus de liberdade);
•Cp3 = 3 que é igual ao número de restrições da junta c (Rcx ,
Rcy , Rcz ), e que pode ser comprovado mediante a aplicação da
Equação (B.2) sendo Cp3 = λ− f = 6− 3 = 3, com f = 3 por ser
uma junta esférica (três graus de liberdade);
•Cp4 = 5 que é igual ao número de restrições da junta d (Rdx ,
Rdy , Rdz , Mdx e Mdy ), e que pode ser comprovado mediante a
aplicação da Equação (B.2) sendo Cp4 = λ− f = 6− 1 = 5, com
f = 1 por ser uma junta rotativa (um grau de liberdade).
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Cpi = 5 + 3 + 3 + 5 = 16 e o Grau de Restrição do mecanismo
está deﬁnido pela Equação (B.4), obtendo a Equação (C.3)
R = C + Ca = 16 + 2 = 18 (C.3)
O número de Cortes-f κ, está deﬁnido pela Equação (B.5), ob-
tendo a Equação (C.4).
κ = n− 1 = 4− 1 = 3 (C.4)
C.3 OBTENÇÃO MATRIZES DA ESTÁTICA
ETAPA 3.a:
Da Matriz Incidência-Cortes Escalonada [IQesc]3×4 (Equação
(C.2)), substitui-se a coluna de cada junta ji, por um número de colu-
nas igual ao número das ações internas (Cpi + Cai) da mesma junta,
deixando as colunas correspondentes às ações ativas ao ﬁnal da matriz,
como apresentado na Equação (C.5).
[Q]3×18 =
 1 1 1 1 1 0 0 0 00 0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
. . .
. . .
0 0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 0 1




As dimensões da Matriz de Cortes-f [Q]κ×CS (Equação (C.5))
estão deﬁnidas por dois conceitos:
•As linhas representam o número de Cortes-f κ, obtido da Equação
(C.4), sendo [Corte a, Corte b, Corte c]T




























































































































































































da Equação (C.3), sendo [Rax , Ray , Raz , Max , May ,Rbx , Rby ,
Rbz , Rcx , Rcy , Rcz , Rdx , Rdy , Rdz , Mdx , Mdy , Ta, Td].
.
ETAPA 3.b:
Para a construção da Matriz das Ações [Ad]λ×CS , identiﬁca-se
para cada ação internalizada ou restrições CS do sistema, as heliforças
correspondentes com a estrutura apresentada na Equação (A.6).
Supondo que cada junta a, b, c e d está disposta nas coordena-
das (0, 0, 0), (bx, by, 0), (cx, cy, 0) e (dx, dy, 0) respectivamente, tem-se as
heliforças correspondentes a cada uma das restrições do sistema como
apresentadas na Equação (C.6).
[Ad]6×18 =

0 0 0 Max 0 0
0 0 0 0 May 0
0 0 0 0 0 −by ·Rbx
Rax 0 0 0 0 Rbx
0 Ray 0 0 0 0
0 0 Raz 0 0 0
. . .
. . .
0 by ·Rbz 0 0 cy ·Rcz
0 −bx ·Rbz 0 0 −cx ·Rcz
bx ·Rby 0 −cy ·Rcx cx ·Rcy 0
0 0 Rcx 0 0
Rby 0 0 Rcy 0
0 Rbz 0 0 Rcz
. . .
. . .
0 0 dy ·Rdz Mdx 0 0 0
0 0 −dx ·Rdz 0 Mdy 0 0
−dy ·Rdx dx ·Rdy 0 0 0 Ta Td
Rdx 0 0 0 0 0 0
0 Rdy 0 0 0 0 0




Tendo as heliforças deﬁnidas para cada uma das restrições CS do
sistema, conforma-se a Matriz das Ações [Ad]6×18, como apresentado
na Equação (C.7), onde cada uma das heliforças é disposta na ordem
em que foram dispostas na Matriz de Cortes [Q]3×18 (Equação (C.5)),



















Neste caso não se precisa eliminar linhas, pois além de que não
se apresentar, cumpre-se com a condição das dimensões λ×R = 6× 18
da Matriz das Ações [Ad]λ×CS para o mecanismo RSSR.
ETAPA 3.c:






escalona-se a Matriz das Ações [Ad]6×18 (Equação (C.7)), com as he-
























0 0 0 1 0 0 0 by 0
0 0 0 0 1 0 0 −bx 0
0 0 0 0 0 −by bx 0 −cy
1 0 0 0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0
. . .
. . .
0 cy 0 0 dy 1 0 0 0
0 −cx 0 0 −dx 0 1 0 0
cx 0 −dy dx 0 0 0 1 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0










as magnitudes da Matriz das Ações [Ad]6×18 (Equação C.7), como apre-






Rax Ray Raz Max May Rbx Rby Rbz Rcx . . .










ção (C.8)) pela matriz resultante da diagonalização de cada linha da
Matriz de Cortes-f [Q]3×18 (Equação (C.5)), obtém-se a expressão da
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0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 by 0
0 0 0 0 0 0 0 −bx 0
0 0 0 0 0 −by bx 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 dy 1 0 0 0
0 0 0 0 −dx 0 1 0 0
0 0 −dy dx 0 0 0 1 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 dy 1 0 0 0
0 0 0 0 −dx 0 1 0 0
0 0 −dy dx 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 cy 0 0 dy 1 0 0 0
0 −cx 0 0 −dx 0 1 0 0
−cy cx 0 −dy dx 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0

















da Equação (C.11), apresentando: uma va-
riável D em substituição da expressão (bx · cy − by · cx − bx · dy + by ·
dx+ cx · dy− cy · dx); uma linha nula o que quer dizer que se apresenta
uma equação dependente no sistema, sendo SD = 1 e apresentando um



































Também se obtém uma única coluna não pertencente à Matriz
Identidade [I]17 (Equação (C.11)), que representa a variável indepen-
dente do sistema sendo para o RSSR o torque de carga Td aplicado ao
mecanismo na junta d.
a = λ · κ− SD = 6 · 3− 1 = 17 (C.12)
ETAPA 3.f:
O grau de liberdade SN do sistema estático, obtém-se a partir
do número de equações independentes do sistema ou posto a da Matriz
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de restrições CS do sistema, segundo o apresentado na Equação (C.13).
SN = R− a = 18− 17 = 1 (C.13)
C.4 IDENTIFICAÇÃO PARÂMETROS DA CINEMÁTICA
ETAPA 4.a:
Para determinar estes graus de liberdade para cada junta, constrói-
se a Representação dos Movimentos nos Acoplamentos do Me-
canismo como apresentado na Figura (62).
Figura 62: Representação dos movimentos nos acoplamentos do RSSR
•Para a junta a, tem-se: Uma liberdade angular ωaz a qual per-
mite obter uma velocidade angular de reação (velocidade angular
entregue pelo atuador) no eixo z.
•Para a junta b, tem-se: Uma liberdade angular ωbz a qual permite
obter uma velocidade angular no eixo z; Uma liberdade angular
ωby , mas que não gera nenhuma velocidade angular devido à con-
ﬁguração do mecanismo, pois está restrita a rotação no eixo y; E
uma liberdade angular ωbx , que apresenta movimento no eixo x,
denominada grau de liberdade passivo (Seção A.2), pois a ro-
tação apresentada neste eixo não inﬂuência no movimento sobre
176
a carga nem reação aplicados ao mecanismo.
•Para a junta c, tem-se: Uma liberdade angular ωcz a qual permite
obter uma velocidade angular no eixo z; Uma liberdade angular
ωcy , mas que não gera nenhuma velocidade angular devido à con-
ﬁguração do mecanismo, pois está restrita a rotação no eixo y; E
uma liberdade angular ωcx , que apresenta movimento no eixo x,
gerando um grau de liberdade passivo.
•Para a junta d, tem-se: Uma liberdade angular ωdz a qual per-
mite obter uma velocidade angular de carga (velocidade angular
entregue à carga aplicada) no eixo z.





b ωbx , ωby , ωbz
c ωcx , ωcy , ωcz
d ωdz
ETAPA 4.b:
Para a obtenção do Grau de Liberdade Bruto, precisa-se identi-
ﬁcar da Figura (62), os seguintes parâmetros:
•f1 = 1 que é igual ao grau de liberdade da junta a (ωaz ), pois
toda junta rotativa só apresenta um grau de liberdade rotacional
ou angular;
•f2 = 3 que é igual aos graus de liberdade da junta b (ωbx , ωby ,
ωbz ), pois toda junta esférica apresenta um grau de liberdade
rotacional ou angular para os três eixos x, y e z;
•f3 = 3 que é igual aos graus de liberdade da junta c (ωcx , ωcy ,
ωcz ), pois toda junta esférica apresenta um grau de liberdade
rotacional ou angular para os três eixos x, y e z;
•f4 = 1 que é igual ao grau de liberdade da junta d (ωdz ), pois
toda junta rotativa só apresenta um grau de liberdade rotacional
ou angular.
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O grau de liberdade bruto está deﬁnido pela Equação (B.15),




fi = 1 + 3 + 3 + 1 = 8 (C.14)
O número de Circuitos-f ν está deﬁnido pela Equação (B.16),
obtendo a Equação (C.15).
ν = j − n+ 1 = 4− 4 + 1 = 1 (C.15)
C.5 OBTENÇÃO MATRIZES DA CINEMÁTICA
ETAPA 5.a:
Transpondo a Matriz Incidência-Cortes Escalonada [IQesc]3×4
(Equação (C.2)), invertendo o signo, eliminando a Matriz Identidade
[I]3 resultante, adicionando outra Matriz Identidade [I]1, substituindo
a coluna de cada junta ji por um número de colunas igual ao número de
graus de liberdade (fi) da mesma junta, obtém-se a Matriz de Circuitos-
f [B]ν×F , como apresentada na Equação (C.16).
[B]1×8 =
[ −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 ]
1×8 (C.16)
As dimensões da Matriz de Circuitos-f [B]ν×F (Equação (C.16))
estão deﬁnidas por dois conceitos:
•As linhas representam o número de Circuitos-f ν, sendo [Circuito
1 ]T .
•As colunas representam o grau de liberdade bruto do mecanismo,
sendo [ωaz ,ωbx , ωby , ωbz , ωcx , ωcy , ωcz , ωdz ].
ETAPA 5.b:
Para a construção da Matriz dos Movimentos [Md]λ×F , precisa-
se construir para cada grau de liberdade f do sistema os heligiros cor-
respondentes com a estrutura apresentada na Equação (A.5).
Supondo que cada junta a, b, c e d está disposta nas coordenadas
(0, 0, 0), (bx, by, 0), (cx, cy, 0) e (dx, dy, 0) respectivamente, tem-se os
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heligiros correspondentes a cada um dos graus de liberdade das juntas,


















































































Tendo os heligiros deﬁnidos para cada um dos graus de liberdade
f das juntas, conforma-se a Matriz dos Movimentos [Md]6×8, como
apresentado na Equação (C.18), onde cada um dos heligiros é dispos-
tos na ordem em que foram dispostos na Matriz de Circuitos-f [B]1×8
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Neste caso não se precisa eliminar linhas, pois além de não se
apresentar, cumpre-se com a condição das dimensões λ×F = 6× 8 da
Matriz dos Movimentos [Md]λ×F para o mecanismo RSSR.
[Md]6×8 =

0 ωbx 0 0
0 0 ωby 0
ωaz 0 0 ωbz
0 0 0 by · ωbz
0 0 0 −bx · ωbz
0 −by · ωbx bx · ωby 0
. . .
. . .
ωcx 0 0 0
0 ωcy 0 0
0 0 ωcz ωdz
0 0 cy · ωcz dy · ωdz
0 0 −cx · ωcz −dx · ωdz











escalona-se a Matriz dos Movimentos [Md]6×8 (Equação (C.18)), com














0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 1 1
0 0 0 by 0 0 cy dy
0 0 0 −bx 0 0 −cx −dx










lando as magnitudes da Matriz dos Movimentos [Md]6×8 (Equação


















ção (C.19)) pela matriz resultante da diagonalização de cada linha da
Matriz de Circuitos-f [B]1×8 (Equação (C.16)), obtém-se a Matriz dos













0 −1 0 0 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0 −1 0 0
−1 0 0 −1 0 0 −1 1
0 0 0 −by 0 0 −cy dy
0 0 0 bx 0 0 cx −dx
















da Equação (C.22), apresentando:
uma variável D em substituição da expressão (bx · cy − by · cx − bx ·
dy + by · dx+ cx · dy − cy · dx); linhas não nulas, sendo KD = 0, o que
quer dizer que não se apresenta uma equação dependente no sistema, e






















Além, do escalonamento obtém-se duas colunas não pertencente
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à Matriz Identidade [I]6 (Equação (C.22)), que representa as variáveis
independentes do sistema sendo para o RSSR a velocidade angular ωcx
da junta c no eixo x, e velocidade angular ωdz da junta d no eixo z.
m = λ · ν −KD = 6 · 1− 0 = 6 (C.23)
ETAPA 5.f:
O grau de liberdade FN do sistema cinemático, obtém-se a partir
do número de equações independentes do sistema ou postom da Matriz












, ou seja, o número de graus de
liberdade ou grau de liberdade bruto F do sistema, segundo o apresen-
tado na Equação (C.24).
FN = F −m = 8− 6 = 2 (C.24)
Sendo o grau de liberdade referente à variável de velocidade an-
gular ωcx da junta c no eixo x, um grau de liberdade passivo.
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Visto o volume de parâmetros relacionados ao modelo cinetoes-
tático e das variáveis referentes ou comportamentos dos sistemas, foi
proposta a criação e implementação de um aplicativo computacional
que permitisse obter as matrizes dos sistemas de equações da estática,
da cinemática diferencial e da cinetoestática.
Figura 63: Janela Principal da Ferramenta.
Esta ferramenta foi projetada para mecanismos compostos por
juntas com graus de liberdade rotacionais, de forma com que o usuário
possa obter os sistemas de equações da estática, da cinemática dife-
rencial e da cinetoestática, portanto os comportamentos das variáveis
principais do sistema correspondente aos torques e velocidades angu-
lares de atuadores e cargas aplicados, partindo do conhecimento das
informações básicas do mecanismo, sendo: número de elementos n,
número de juntas j, número de atuadores AR, número de cargas σ,
espaço de trabalho λ, posição das juntas (Sistema de Inercial Oxyz),
o tipo de atuações e os eixos de atuação, e a matriz de incidência. O
ambiente desta ferramenta (Figura 63) é constituído basicamente por
oito painéis (setores): Mecanismo, Caraterísticas, Posição das Juntas,
Atuações, Matriz de Incidência, Nome do Mecanismo, Constantes dos
Motores e Matrizes dos Sistemas.
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D.1 MECANISMO
Neste painel o usuário indica se o mecanismo que deseja analisar
é um mecanismo conhecido para a ferramenta, ou seja foi previamente
salvo na base de dados gerada em uma formulário de dados, ou é um
mecanismo desconhecido para a ferramenta, ou seja não foi previamente
salvo na base de dados.
No caso de ser conhecido o usuário deverá atualizar a lista da
base de dados com o botão "Atualizar Lista para ter acesso a aqueles
mecanismos que foram salvos. Escolhendo um dos nomes disponíveis
na lista de mecanismos, o usuário poderá ter aceso a informação cor-
respondente salva com anterioridade; também por meio da caixa de
seleção "Mudar Caraterísticas é possível modiﬁcar as características
do mecanismo. No caso de não ser conhecido o usuário deverá ingressar
os dados correspondentes ao novo mecanismo.
D.1.1 Nome do Mecanismo
No caso de ser um mecanismo desconhecido que o usuário deseja
salvar na base de dados, terá que indicar neste painel o nome pelo
qual deseja reconhecer os dados do mecanismo, e clicando no botão
"SALVAR DADOS estes serão salvos na base de dados.
D.2 CARACTERÍSTICAS
No caso em que o mecanismo não seja conhecido (não esteja na
base de dados) ou deseje-se mudar os dados de um mecanismo conhe-
cido, o usuário terá que entrar os dados correspondentes as informações
do mecanismo, sendo: número de elementos n, número de juntas j, nú-
mero de atuadores AR, número de cargas σ, espaço de trabalho λ.
Ao clicar no botão "Calcular, obtém-se as informações relativas
ao número de cortes κ, que é calculado por meio da Equação (B.5) e
ao número de circuitos ν, que é calculado por meio da Equação (B.16).
Para obter as informações relativas ao grau de liberdade no modelo de
estática SN e ao grau de liberdade na cinemática FN é preciso calcular
as Matrizes dos Sistemas.
Retomando o caso exposto na Seção 3, onde é apresentado o
mecanismo de quatro barras em conﬁguração RSSR com expansão de
juntas tornando-se mecanismo em conﬁguração 8R, tem-se os dados
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apresentados na Figura 64, tendo as características apresentadas na
Tabela 2.
Figura 64: Painel de Caraterísticas do Mecanismo 8R
D.3 POSIÇÃO DAS JUNTAS
No caso em que seja um mecanismo desconhecido ou as carac-
terísticas de um mecanismo conhecido tenham mudado, o usuário terá
que indicar as coordenadas numéricas em que encontram-se posiciona-
das cada uma das juntas do mecanismo no instante de tempo em que
deseja-se efetuar a análise. Na ferramenta, as linhas representam cada
uma das juntas do mecanismo ou da expansão do mesmo e as colunas as
coordenadas correspondentes ao eixo x (coluna "X), ao eixo y (coluna
"Y), e ao eixo z (coluna "Z). No caso em que seja um mecanismo
conhecido que não foi modiﬁcado, estes dados serão apresentados na
tela automaticamente.
No caso do mecanismo em conﬁguração 8R, as coordenadas en-
tregues foram escolhidas aleatoriamente, supondo uma posição qual-
quer das juntas a (1), b (2), c (3) e d (4), f (5), g (6), h (7) e k (8),
e levando em conta que as juntas rotativas resultantes da expansão
das juntas esféricas devem estar na mesma coordenada respetivamente,
como apresentado na Figura 65.
D.4 ATUAÇÕES
Estão dispostas duas colunas referentes às atuações apresentadas
nas juntas do mecanismo a ser analisado. Na primeira coluna "ATUA-
ÇÃO, o usuário terá que deﬁnir quais das juntas apresentaram ações
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Figura 65: Painel de Coordenadas das Juntas do Mecanismo
passivas e quais apresentam ações ativas, atribuindo valores numéricos
para cada caso sendo, 0: Passivas, 1: Atuadores e 2: Cargas, conse-
guindo identiﬁcar aquelas juntas que apresentam restrições adicionais
devido a presença de ações externas.
Na segunda coluna "EIXO, o usuário terá que deﬁnir o eixo
em que cada uma das juntas apresenta o grau de liberdade, atribuindo
valores numéricos para cada caso sendo, 1: Eixo x, 2: Eixo y e 3:
Eixo z, conseguindo identiﬁcar às restrições presentes por ações internas
e deﬁnir o helicoide correspondente as restrições geradas pelas ações
externas. No caso em que seja um mecanismo conhecido que não foi
modiﬁcado, estes dados serão apresentados na tela automaticamente.
No caso do mecanismo em conﬁguração 8R, para a primeira co-
luna "ATUAÇÃO, deﬁne-se como junta atuada a junta a (1) e como
junta de carga a junta k (8). Para a segunda coluna "EIXO, os dados
são disposto segundo a Figura 61, onde deﬁnido o eixo z (3), como
o eixo onde apresentado o grau de liberdade para as juntas a (1), b
(2), h (7) e k (8), o eixo y (2), como o eixo onde apresentado o grau
de liberdade para as juntas d (4) e f (5), e o eixo x (1), como o eixo
onde apresentado o grau de liberdade para as juntas c (3) e g (6), como
apresentado na Figura 66.
Figura 66: Painel de Atuações nas Juntas do Mecanismo
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D.5 MATRIZ DE INCIDÊNCIA
Quando ativado o botão "Calcular (Seção D.2), esta matriz é
auto-ajustada às dimensões respectivas segundo as características do
mecanismo. As colunas da matriz representam cada uma das juntas do
mecanismo e as linhas da matriz representam cada um dos elementos
do mecanismo. O usuário terá identiﬁcado anteriormente as conexões
presentes entre elementos ni e juntas ji, constituindo esta matriz se-
gundo o apresentado no Anexo B e entregando a este painel os dados
obtidos. No caso em que seja um mecanismo conhecido que não foi
modiﬁcado, estes dados serão apresentados na tela automaticamente.
No caso do mecanismo em conﬁguração 8R, apresentam-se as in-
cidências segundo a conﬁguração do mecanismo apresentada na Figura
61, obtendo a Matriz de Incidência apresentada na Figura 67.
Figura 67: Painel da Matriz de Incidência do Mecanismo
D.6 CONSTANTES DOS MOTORES
Neste painel o usuário inicialmente deve ingressar os dados re-
lacionados às constantes Km, Kb e Ra dos motores, pois como visto







Figura 68: Painel das Constantes do Motor Empregado
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Para o caso do 8R, empregou-se o Motor Maxon EC 60 Ø60
mm, Brushless, 400 Watts, apresentando as características expostas na
Tabela 28.
Tabela 28: Características de Operação do Motor MAXON RE 60
Dados do Motor Simbolo Unidades Valor
Tensão Nominal V V ±48, 0




Corrente Nominal (Max. CC) ia A 5, 85
Torque Inicial Tmmax mNm 6820
Corrente Inicial iamax A 46, 4
Resistência de Armadura Ra Ω 1, 03
Indutância de Armadura L mH 0, 82
Contante de Torque Km nNm/A 147
Contante da Força Contra
eletromotriz
Kb rpm/V 65
Momento de Inercia J gcm2 831
Estes dados são úteis tanto para efetuar a simulação do compor-






Por enquanto, são utilizados os dados relacionados com as constantes
Km, Kb e Ra e dispostos na ferramenta como apresentado na Figura
68.
D.7 MATRIZES DOS SISTEMAS
Já conhecidos e salvos todos os dados anteriores, podem ser ob-
tidas as matrizes relativas ao sistema estático, cinemático e Cinetoes-
tático.
D.7.1 Matriz Escalonada das Ações Unitárias em Rede
Para obter esta matriz, o usuário tem que clicar no botão "ESTÁ-




e no painel de características (Seção D.2), obtém-
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se o Grau de Liberdade da Estática SN .
No caso do 8R que é a expansão do mecanismo de quatro barras






da Equação (C.11), a expressão de
relacionamento entre o torque do atuador Ta e o torque da carga Td
como apresentada na Equação (D.1).
Ta = − bx · cy − by · cx
bx · cy − by · cx − bx · dy + by · dx+ cx · dy − cy · dx · Td (D.1)
Substituindo na Equação (D.1) os valores correspondentes às co-
ordenadas das juntas do mecanismo como apresentado na Figura 65,






da Equação (C.11) apresentou uma linha nula,
ou seja SD = 1. Na Figura 69, tem-se a coluna 42 como a coluna da
variável independente correspondente ao torque da carga Tk, tem-se a
coluna 41 como a coluna correspondente ao torque do atuador Ta e a
linha 42 como a linha correspondente à equação dependente do sistema
sendo SD = 1 (Seção B.2), por ser linha nula.
Finalmente tem-se que Ta + Tk = 0, correspondente a equação
da linha 41 do Sistema de Equações da Estática (Figura 69), obtendo
que os resultados teóricos obtidos na Equação (C.11) concordam com
os dados entregues pela ferramenta.
D.7.2 Matriz Escalonada dos Movimentos Unitários em Rede
Para obter esta matriz, o usuário tem que clicar no botão "CINE-






e no painel de características (Seção D.2),
obtém-se o Grau de Liberdade da Estática FN .
No caso do 8R que é a expansão do mecanismo de quatro bar-
ras em conﬁguração RSSR, pode-se obter da Matriz Escalonada dos





da Equação (C.22), a ex-
pressão de relacionamento entre a velocidade angular do atuador ωaz e
a velocidade angular da carga ωdz como apresentada na Equação (D.2).
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Figura 69: Painel da Matriz Escalonada das Ações Unitárias em Rede
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waz =
bx · cy − by · cx − bx · dy + by · dx+ cx · dy − cy · dx
bx · cy − by · cx ·wdz (D.2)
Substituindo na Equação (D.2) os valores correspondentes às co-
ordenadas das juntas do mecanismo como apresentado na Figura 65,






da Equação (C.22) não apresentou ne-
nhuma linha nula, ou seja KD = 0. Na Figura 70, tem-se a coluna 8
como a coluna da variável independente correspondente à velocidade
angular da carga ωk, tem-se a coluna 1 como a coluna correspondente
à velocidade angular do atuador ωa e não apresenta linhas nulas ou
equação dependente no sistema sendo KD = 0 (Seção B.4).
Figura 70: Painel da Matriz Escalonada dos Movimentos Unitários em Rede
Finalmente tem-se que ωa − ωk = 0, correspondente a equação
da linha 1 do Sistema de Equações da Cinemática (Figura 70), obtendo
que os resultados teóricos obtidos na Equação (C.22) concordam com
os dados entregues pela ferramenta.
D.7.3 Matriz Escalonada Geral
Para obter esta matriz, o usuário tem que clicar no botão "MA-
TRIZ FINAL. No caso do 8R que é a expansão do mecanismo de quatro




da Equação (4.6), as expressões de relacionamento entre
o torque de carga Td e a tensão do atuador Va, e as velocidades angu-
lares do atuador ωaz e da carga ωdz , e o torque do atuador Ta como
apresentadas nas Equações (4.9), (4.10) e (4.11).
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Figura 71: Painel da Matriz Geral Escalonada
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Substituindo nas Equações (4.9), (4.10) e (4.11) os valores corres-
pondentes as coordenadas das juntas do mecanismo como apresentado
na Figura 65 e os dados das constantes dos motores como apresentado
na Figura 68, obtém-se que ωaz = −1, 078x10−04 · Td + 0, 0154 · Va,
ωdz = −1, 078x10−04 · Td + 0, 0154 · Va, Ta = −Td.
Na Figura 71, tem-se as colunas 50 e 51 como as colunas das
variáveis independentes correspondentes ao torque da carga Tk e à ten-
são do atuador Va respectivamente, tem-se a coluna 1 como a coluna
correspondente à velocidade angular do atuador ωa, a coluna 7 como a
coluna correspondente à velocidade angular da carga ωk e a coluna 49
como a coluna correspondente ao torque do atuador Ta .
Finalmente, tem-se que ωa + 1, 078x10−04 · Tk − 0, 0154 · Va = 0,
ωk+1, 078x10
−04 ·Tk−0, 0154 ·Va = 0, Ta+Tk = 0, correspondentes as
equações das linhas 1, 6 e 48 do Sistema de Equações da Cinetoestática
(Figura 71), obtendo que os resultados teóricos obtidos na Equação
(C.22) concordam com os dados entregues pela ferramenta.
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APÊNDICE B -- PARÂMETROS DE SIMULAÇÃO
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B.1 BLOCOS DO CINCO BARRAS
B.1.1 "Body"










CGPos [0 0 0]
CS1Pos [0 0 0]
CS2Pos [0 2 0]










CGPos [0 0 0]
CS1Pos [0 2 0]
CS2Pos [2 10 0]
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CGPos [0 0 0]
CS1Pos [2 10 0]
CS2Pos [4 6 0]










CGPos [0 0 0]
CS1Pos [4 6 0]
CS2Pos [4 0 0]
B.1.2 "Revolute"




R1Axis [0 0 1]
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R1Axis [0 0 1]
B.2 BLOCOS DE MEDIÇÃO DO PLANETARIO MODIFICADO
B.2.1 "Constant"




Tabela 37: Parâmetros ""Simple Gear""
Parâmetro Valor
Follower (F)/Base (B) gear ratio 6/18
B.3 BLOCOS DO MOTOR
B.3.1 "Saturate"




Treat as gain when linearizing on
Enable zero-crossing detection on
Sample time (-1 for inherited) -1
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Treat as gain when linearizing on
Enable zero-crossing detection on
Sample time (-1 for inherited) -1
B.3.2 "PID"







Upper saturation limit 48
Lower saturation limit -48
